
 

 
 

BỘ GIÁO DỤC VÀ ĐÀO TẠO                           BỘ XÂY DỰNG 

TRƯỜNG ĐẠI HỌC CÔNG NGHỆ GIAO THÔNG VẬN TẢI 

 

 

 

 

TRẦN QUANG MINH 

 

 

 

 

PHÂN TÍCH PHI TUYẾN VỀ ỔN ĐỊNH VÀ ĐỘNG LỰC 

CỦA CẤU KIỆN TẤM – VỎ NANOCOMPOSITE CÓ GÂN 

TĂNG CỨNG TRONG KẾT CẤU CÔNG TRÌNH 

 

 

 

LUẬN ÁN TIẾN SĨ KỸ THUẬT 
 

 

 

 

 

 

HÀ NỘI - 2025 



 

 
 

BỘ GIÁO DỤC VÀ ĐÀO TẠO                             BỘ XÂY DỰNG 

TRƯỜNG ĐẠI HỌC CÔNG NGHỆ GIAO THÔNG VẬN TẢI 

 

 

 

 

TRẦN QUANG MINH 

 

 

 

 

 

PHÂN TÍCH PHI TUYẾN VỀ ỔN ĐỊNH VÀ ĐỘNG LỰC 

CỦA CẤU KIỆN TẤM – VỎ NANOCOMPOSITE CÓ GÂN 

TĂNG CỨNG TRONG KẾT CẤU CÔNG TRÌNH 

 

NGÀNH:  KỸ THUẬT XÂY DỰNG CÔNG TRÌNH ĐẶC BIỆT 

MÃ SỐ:  9580206 

  

 

 

NGƯỜI HƯỚNG DẪN KHOA HỌC: 

1. PGS. TS. Vũ Hoài Nam 

2. PGS. TS. Đặng Thùy Đông 

 

 

HÀ NỘI - 2025



 

i 
 

LỜI CAM ĐOAN 
 

Tôi xin cam đoan đây là công trình nghiên cứu của riêng tôi. 

Các số liệu, kết quả nêu trong luận án là trung thực, đáng tin cậy và chưa từng 

được ai công bố trong bất kỳ công trình nào khác.  

                         Tác giả 

                                                                                    

     

 

                   Trần Quang Minh 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

ii 
 

LỜI CẢM ƠN 
 

Tác giả xin bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc tới thầy hướng dẫn chính là PGS.TS. Vũ 

Hoài Nam và cô hướng dẫn phụ là PGS.TS. Đặng Thùy Đông đã tận tình hướng dẫn, 

giúp đỡ, tạo mọi điều kiện thuận lợi và thường xuyên động viên để tác giả hoàn thành 

luận án này. 

Tác giả xin cảm ơn tập thể các thành viên của nhóm nghiên cứu mạnh Cơ học 

Vật liệu và Kết cấu tiên tiến - Trường Đại học Công nghệ Giao thông vận tải đã giúp 

đỡ, động viên và hỗ trợ mọi điều kiện cần thiết trong quá trình nghiên cứu của tác 

giả. 

Tác giả trân trọng cảm ơn tập thể các thầy cô giáo Viện Công nghệ Giao thông 

vận tải, phòng Đào tạo Sau Đại học, trường Đại học Công nghệ Giao thông vận tải 

đã luôn quan tâm, giúp đỡ và tạo mọi điều kiện thuận lợi trong suốt thời gian tác giả 

học tập và nghiên cứu tại trường. 

Tác giả xin chân thành cảm ơn gia đình, các bạn bè thân thiết và đồng nghiệp 

của tác giả, những người đã luôn ở bên cạnh động viên và giúp đỡ tác giả hoàn thành 

luận án này. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

iii 
 

MỤC LỤC 
 
MỞ ĐẦU…………………………………………………………………….. 1 

CHƯƠNG 1. TỔNG QUAN VẤN ĐỀ NGHIÊN CỨU…………………… 5 

   1.1. Các loại vật liệu cơ tính biến thiên……………………………………… 5 

      1.1.1. Vật liệu cơ tính biến thiên truyền thống……………………………. 5 

      1.1.2. Composite gia cường Carbon nanotube cơ tính biến thiên…………. 5 

      1.1.3. Composite gia cường Graphene cơ tính biến thiên………………… 8 

   1.2. Tình hình nghiên cứu trong và ngoài nước……………………………… 14 

      1.2.1. Các nghiên cứu về kết cấu tấm vỏ FGM……………………………. 14 

      1.2.2. Các nghiên cứu về kết cấu tấm vỏ FG-CNTRC……………………. 16 

      1.2.3. Các nghiên cứu về kết cấu tấm vỏ FG-GPLRC…………………….. 19 

      1.2.4. Các nghiên cứu về kết cấu tấm vỏ FG-GRC và FG-GRMMC……… 20 

   1.3. Tiềm năng ứng dụng vật liệu Nanocomposite và kết cấu tấm vỏ 

Nanocomposite trong kỹ thuật xây dựng công trình………………………….. 21 

      1.3.1. Tiềm năng ứng dụng của vật liệu Nanocomposite…………………. 21 

      1.3.2. Tiềm năng ứng dụng của kết cấu tấm và vỏ Nanocomposite……….. 22 

   1.4. Những kết quả đã đạt được trong nước và quốc tế……………………… 24 

   1.5. Kết luận chương 1 và những vấn đề cần tiếp tục nghiên cứu…………… 25 

CHƯƠNG 2. ỔN ĐỊNH VÀ ĐỘNG LỰC PHI TUYẾN CỦA TẤM TRÒN 

VÀ CHỎM CẦU THOẢI FG-GPLRC TĂNG CỨNG BỞI HỆ GÂN 

MẠNG NHỆN……………………………………………………………….. 26 

   2.1. Mô hình kết cấu và vật liệu…………………………………………….. 27 

      2.1.1. Mô hình kết cấu……………………………………………………. 27 

      2.1.2. Mô hình vật liệu……………………………………………………. 29 

   2.2. Các phương trình cơ bản và phương pháp giải…………………………. 33 

      2.2.1. Các công thức và phương trình cơ bản……………………………… 33 

      2.2.2. Dạng nghiệm đa thức và giải bài toán……………………………… 37 

   2.3. Kết quả số và thảo luận………………………………………………… 40 

      2.3.1. Kết quả so sánh…………………………………………………….. 40 



 

iv 
 

      2.3.2. Bài toán 1: Ổn định cơ nhiệt phi tuyến tĩnh của chỏm cầu và tấm 

tròn FG-GPLRC có gân mạng nhện 2 vùng…………………………………… 41 

      2.3.3. Bài toán 2: Ổn định cơ nhiệt phi tuyến tĩnh và động của chỏm cầu 

và tấm tròn FG-GPLRC có gân mạng nhện ba vùng………………………….. 47 

      2.3.4. Bài toán 3: Ổn định cơ nhiệt phi tuyến tĩnh và động của chỏm cầu 

và tấm tròn FG-GPLRC lõi rỗng có gân mạng nhện ba vùng…………………. 53 

      2.3.5. Bài toán 4: Dao động phi tuyến của chỏm cầu và tấm tròn FG-

GPLRC có gân mạng nhện ba vùng…………………………………………… 59 

      2.3.6. Bài toán 5: Dao động phi tuyến của chỏm cầu và tấm tròn FG-

GPLRC lõi rỗng có gân mạng nhện ba vùng………………………………….. 64 

   2.4. Kết luận Chương 2……………………………………………………… 70 

CHƯƠNG 3. ỔN ĐỊNH VÀ ĐỘNG LỰC PHI TUYẾN CỦA PANEL FG-

CNTRC VÀ FG-GRC CÓ ĐỘ CONG PHỨC TẠP VÀ GÂN TĂNG 

CỨNG TRỰC GIAO……………………………………………………….. 71 

   3.1. Thiết kế hình dạng và thông số vật liệu của panel trụ, panel parabol và 

panel hình sin FG-CNTRC và FG-GRC……………………………………… 72 

      3.1.1. Mô hình panel FG-CNTRC có gân tăng cứng FG-CNTRC và có lớp 

áp điện……………………………………………………………………. 72 

      3.1.2. Mô hình panel FG-GRC có gân tăng cứng trên nền đàn hồi 

Pasternak……………………………………………………………………… 74 

   3.2. Cơ sở lý thuyết và kỹ thuật san tác dụng gân cải tiến …………………. 76 

   3.3. Điều kiện biên, xấp xỉ hàm ứng suất và phương trình Euler-Lagrange…. 80 

   3.4. Kết quả số và thảo luận…………………………………………………. 88 

      3.4.1. Kết quả so sánh……………………………………………………... 88 

      3.4.2. Bài toán 1: Ổn định và động lực phi tuyến của panel FG-CNTRC có 

gân tăng cứng và lớp áp điện………………………………………………….. 90 

      3.4.3. Bài toán 2: Panel FG-GRC có gân tăng cứng trên nền đàn hồi……… 99 

   3.5. Kết luận Chương 3……………………………………………………… 104 



 

v 
 

CHƯƠNG 4. ỔN ĐỊNH ĐÀN HỒI TĨNH PHI TUYẾN CỦA VỎ TRỤ 

FG-GPLRC VÀ FG-GPLRC RỖNG CÓ GÂN TĂNG CỨNG TRỰC 

GIAO VÀ XOẮN ỐC……………………………………………………….. 106 

   4.1. Mô hình kết cấu và vật liệu…………………………………………….. 107 

      4.1.1. Mô hình 1: Vỏ trụ FG-GPLRC rỗng có gân tăng cứng trực giao……. 107 

      4.1.2. Mô hình 2: Vỏ trụ FG-GPLRC có gân tăng cứng FG-GPLRC xoắn 

ốc……………………………………………………………………………… 108 

   4.2. Hệ phương trình chủ đạo……………………………………………….. 110 

   4.3. Điều kiện biên và hàm ứng suất………………………………………… 113 

   4.4. Phương pháp năng lượng Ritz………………………………………….. 114 

   4.5. Kết quả số và thảo luận…………………………………………………. 117 

      4.5.1. Kết quả so sánh……………………………………………………... 117 

      4.5.2. Các ví dụ số………………………………………………………… 118 

   4.6. Kết luận chương 4………………………………………………………. 123 

KẾT LUẬN…………………………………………………………………... 125 

KIẾN NGHỊ VỀ NHỮNG NGHIÊN CỨU TIẾP THEO…………………. 127 

DANH MỤC CÔNG TRÌNH KHOA HỌC CỦA TÁC GIẢ LIÊN QUAN 

ĐẾN LUẬN ÁN……………………………………………………………… 128 

TÀI LIỆU THAM KHẢO…………………………………………………... 130 

PHỤ LỤC…………………………………………………………………….. 150 



 

vi 
 

DANH MỤC CÁC KÝ HIỆU VÀ CHỮ VIẾT TẮT 
 
FGM Functionally Graded Material - Vật liệu cơ tính biến thiên. 

FG-CNTRC Functionally graded carbon nanotube-reinforced composite – 

Composite cơ tính biến thiên gia cường ống nano các bon. 

FG-GPLRC Functionally graded graphene platelets reinforced composite – 

Composite cơ tính biến thiên gia cường graphene platelet 

FG-GRC Functionally graded graphene reinforced composite – Composite cơ 

tính biến thiên gia cường graphene sheet 

SWCNT Ống nano các bon đơn vách - Single-Walled Carbon Nanotube 

CNT Ống nano các bon - Carbon nanotube 

PMMA Poly(methyl methacrylate) 

  Số nửa sóng theo phương . 

  Số nửa sóng (sóng) theo phương  của tấm (vỏ trụ). 

 G  Mô đun Young và Mô đun trượt tương ứng (Pa) 

p   Tải nén dọc trục của vỏ trụ trên một đơn vị diện tích (N/m2) 

q  Áp lực ngoài phân bố đều trên bề mặt vỏ (N/m2) 

  Hệ số Poisson. 

  Hệ số dãn nở nhiệt. 

1 2 3, ,    Các tham số hiệu dụng của CNT 

, ,u v w  Các thành phần chuyển vị của tấm (vỏ) (m) 

,   Biến dạng pháp và biến dạng trượt của tấm (vỏ) 

  Ứng suất của tấm (vỏ) (Pa) 

T  Nhiệt độ môi trường (K) 

1 2 3, ,K K K  Các thành phần độ cứng của nền đàn hồi phi tuyến (N/m3, N/m, N/m5) 

CNTV  Tỷ phần thể tích CNT theo bề dày 

*
CNTV  Tỷ phần thể tích CNT trung bình trong tấm (vỏ) 

, ,L R h  Chiều dài, bán kính và bề dày vỏ trụ, tương ứng (m) 

Snap-through Hiện tượng mất ổn định đột ngột hoặc chuyển trạng thái đột ngột 

FSDT Lý thuyết biến dạng trượt bậc nhất (First-order shear deformation 

theory) 

m x

n y

,E




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HSDT Lý thuyết biến dạng trượt bậc cao (Higher-order shear deformation 

theory) 

UD, FG-X, 

FG-O, FG-V 

và FG-A 

Các quy luật phân bố ống nano các bon, graphene, hoặc lỗ rỗng trong 

nền đẳng hướng 
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MỞ ĐẦU 
 

Phân tích ổn định và động lực phi tuyến là một trong những vấn đề phức tạp 

nhưng cũng là cốt lõi trong cơ học kết cấu, đặc biệt với các kết cấu công trình hiện 

đại thường yêu cầu về vật liệu, tính thẩm mỹ và khả năng chịu tải. Với các tấm và vỏ 

được làm từ vật liệu có khả năng chịu biến dạng lớn như các loại composite tiên tiến, 

việc nghiên cứu ổn định và động lực phi tuyến không chỉ là căn cứ chính trong quá 

trình thiết kế kết cấu mà còn giúp dự đoán trạng thái làm việc và có thêm các hiểu 

biết về ứng xử phi tuyến phức tạp của kết cấu.  

Sự ra đời mang tính bước ngoặt của các loại vật liệu nanocomposite tiên tiến 

với các đặc tính cơ, nhiệt điện lạ thường có thể mở ra một kỷ nguyên mới trong lĩnh 

vực kỹ thuật công trình. Trong khi các tiêu chuẩn thiết kế kết cấu công trình hiện nay 

chỉ dựa trên các phân tích tuyến tính hình học với vật liệu đẳng hướng, các phân tích 

này chỉ phù hợp cho trạng thái làm việc trong miền độ võng nhỏ với các loại vật liệu 

cơ bản. Việc mở rộng phạm vi làm việc của kết cấu ở miền độ võng lớn và rất lớn 

cho vật liệu nanocomposite kèm theo đặc tính dị hướng phức tạp, có thể dẫn tới một 

cuộc cách mạng về quan điểm và triết lý thiết kế kết cấu công trình. Vì thế việc nghiên 

cứu tính toán kết cấu làm việc trong miền độ võng lớn với tính dị hướng mạnh, nhằm 

từng bước mở rộng, thay đổi triết lý thiết kế và xây dựng các tiêu chuẩn thiết kế trong 

thời đại mới ngày càng cấp thiết. 

Các loại Nanocomposite tiên tiến phổ biến bao gồm: a) composite cơ tính biến 

thiên gia cường ống nano carbon (FG-CNTRC), b) composite cơ tính biến thiên gia 

cường graphene sheet (FG-GRC), c) composite cơ tính biến thiên gia cường graphene 

platelet (FG-GPLRC) đã và đang được nhiều nhà khoa học quan tâm với mục tiêu áp 

dụng trong các kết cấu kỹ thuật, đặc biệt là trong kết cấu công trình. 

Để tăng khả năng chịu tải các kết cấu tấm và vỏ làm từ các loại Nanocomposite 

tiên tiến này, việc sử dụng gân tăng cứng là một giải pháp mang lại hiệu quả cao. Vì 

vậy, các bài toán về ổn định phi tuyến và động lực của tấm và vỏ Nanocomposite có 

gân tăng cứng là cần thiết, từ đó không chỉ ứng xử của kết cấu được hiểu rõ hơn mà 

còn để đóng góp vào việc xây dựng các tiêu chuẩn thiết kế mới, đáp ứng yêu cầu ngày 

càng cao của ngành công trình trong kỷ nguyên mới. 
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Xuất phát từ những vấn đề cấp thiết trên, mục tiêu chính của luận án là tập trung 

nghiên cứu về “Phân tích phi tuyến về ổn định và động lực của cấu kiện tấm - vỏ 

Nanocomposite có gân tăng cứng trong kết cấu công trình”.  

Mục tiêu của luận án 

1. Đề xuất các thiết kế tăng cứng bằng gân mạng nhện cho tấm tròn và chỏm 

cầu thoải FG-GPLRC và FG-GPLRC lõi rỗng trong kết cấu công trình. Đề xuất quy 

luật phân bố graphene trong gân và xây dựng lời giải giải tích và bán giải tích cho bài 

toán ổn định và động lực phi tuyến của kết cấu chịu các dạng tải trọng khác nhau. 

2. Đề xuất các thiết kế tăng cứng bằng hệ gân trực giao cho panel có độ cong 

phức tạp, làm bằng FG-CNTRC và FG-GRC. Xây dựng lời giải giải tích và bán giải 

tích cho bài toán ổn định và động lực phi tuyến của kết cấu chịu tải trọng cơ trong môi 

trường nhiệt có xét tới ảnh hưởng của lớp áp điện và nền đàn hồi phi tuyến. 

3. Đề xuất các thiết kế tăng cứng bằng hệ gân trực giao và gân xoắn ốc cho kết 

cấu vỏ trụ FG-GPLRC rỗng và FG-GPLRC. Cải tiến kỹ thuật san tác dụng cho gân 

xoắn ốc, xây dựng lời giải giải tích và bán giải tích cho bài toán ổn định tĩnh phi tuyến 

của kết cấu. 

4. Dựa trên các lời giải mới xây dựng được, luận án thực hiện khảo sát số dựa 

trên cơ sở các bộ số liệu cụ thể về vật liệu, kích thước hình học của kết cấu. Từ đó có 

thể minh họa các ứng xử ổn định và động lực phi tuyến của kết cấu thông qua các 

bảng số liệu hoặc đồ thị minh họa trực quan, thảo luận chi tiết các kết quả nhận được; 

đưa ra các nhận xét đáng lưu ý để có thể sử dụng cho việc tính toán thiết kế các kết 

cấu công trình và những lưu ý quan trọng ban đầu để thiết lập các tiêu chuẩn thiết kế 

chuyên ngành của các kết cấu nanocomposite. 

 Luận án tiếp tục mở rộng và phát triển các nghiên cứu của các luận án gần đây 

về ứng xử của kết cấu tấm vỏ nanocomposite khi xem xét cả bài toán ổn đinh và động 

lực cho các kết cấu có gân, một số loại gân đặc biệt được xem xét như gân mạng 

nhện, gân xoắn ốc, với các kết cấu có hình dạng phức tạp như các panel hình sin, 

panel parabol. Ngoài ra, khác với một số luận án có liên quan gần đây thường sử dụng 

phương pháp Galerkin, luận án xây dựng các lời giải cho các bài toán dựa trên phương 

pháp năng lượng với một số ưu điểm nhất định và phù hợp hơn với các kết cấu làm 

bằng các loại vật liệu composite bất đối xứng.  
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Đối tượng và phạm vi nghiên cứu 

Đối tượng: Các kết cấu tấm và vỏ phổ biến trong kết cấu công trình như: Panel, 

vỏ cầu thoải, tấm tròn và vỏ trụ. 

Phạm vi nghiên cứu: Bài toán phi tuyến về ổn định và động lực. 

Phương pháp nghiên cứu 

Luận án sử dụng phương pháp nghiên cứu lý thuyết. Trong đó, tập trung vào áp 

dụng các lý thuyết, thuật toán cơ học và toán học để cải tiến các kỹ thuật hiện có và 

xây dựng các lời giải cho các bài toán mới. 

luận án sử dụng phương pháp năng lượng, lý thuyết vỏ Donnell, biến dạng trượt 

bậc cao. Đồng thời, hai phương án tiếp cận theo hàm ứng suất hoặc theo chuyển vị 

được sử dụng phù hợp với từng bài toán.  

Ý nghĩa khoa học và thực tiễn của luận án 

Ý nghĩa khoa học: 

+ Đề xuất các loại gân tăng cứng phù hợp cho các tấm và vỏ Nanocomposite 

trong kết cấu công trình trong từng trường hợp và quy luật phân bố vật liệu phù hợp. 

+ Xây dựng các kỹ thuật san tác dụng gân mới phù hợp với loại gân đề xuất và 

phù hợp với lý thuyết sử dụng. 

+ Xây dựng các lời giải mới cho các kết cấu và vật liệu cụ thể được xem xét 

trong luận án.  

Ý nghĩa thực tiễn: 

+) Panel, vỏ cầu thoải, tấm tròn và vỏ trụ được luận án xem xét, đều là các loại 

cấu kiện thông dụng trong công trình và có tính ứng dụng cao. Các kết cấu này được 

cải thiện đáng kể về khả năng chịu tải nhờ các gân tăng cứng, trong khi lượng vật liệu 

gân thêm vào là không đáng kể, đây cũng là phương án phổ biến đã và đang được 

ứng dụng trong công trình. 

+) Các loại Nanocomposite như FG-GPLRC, FG-GPLRC rỗng, FG-CNTRC, 

và FG-GRC, với các đặc trưng cơ nhiệt đáng kinh ngạc, có những lợi thế vượt trội 

khi so sánh với các vật liệu truyền thống và chúng có tiềm năng ứng dụng rộng rãi 

trong công trình trong tương lai. Hiện tại, khi giá thành còn đắt đỏ, chúng có thể là 

lựa chọn ưu tiên trong những chi tiết, cấu kiện công trình đặc biệt. 
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+) Các lời giải thu được đều dưới dạng giải tích và bán giải tích, có thể sử dụng 

ngay và dễ dàng vào tính toán thiết kế công trình trong thực tế . 

+) Kết quả thu được từ luận án là nền tảng phát triển tiêu chuẩn thiết kế mới 

dành cho các loại kết cấu này trong tương lai. 

Nói chung, luận án cung cấp những lời giải và nhận xét quan trọng, dễ dàng ứng 

dụng, mang lại hiệu quả cao trong việc thiết kế các kết cấu Nanocomposite trong lĩnh 

vực xây dựng hiện đại. 

Bố cục của luận án 

Bố cục chính của luận án gồm chương tổng quan và ba chương chính, mỗi 

chương xem xét một trường hợp kết cấu cụ thể và xây dựng các lời giải, kỹ thuật 

riêng biệt cho từng trường hợp.  

- Chương 1: Tổng quan về các loại nanocomposite cơ tính biến thiên, với các 

đặc trưng cơ nhiệt và tiềm năng ứng dụng trong công trình xây dựng, các nghiên cứu 

liên quan trong và ngoài nước, từ đó xác định các nội dung nghiên cứu cho luận án. 

- Chương 2: Ổn định và động lực phi tuyến của tấm tròn và chỏm cầu thoải FG-

GPLRC có gân mạng nhện. 

- Chương 3: Ổn định và động lực phi tuyến của panel FG-CNTRC và FG-GRC 

có độ cong phức tạp và gân tăng cứng trực giao 

- Chương 4: Ổn định đàn hồi phi tuyến tĩnh của vỏ trụ FG-GPLRC và FG-

GPLRC rỗng có gân tăng cứng trực giao và xoắn ốc 

 

 

 

 

 

  



5 
 

CHƯƠNG 1. TỔNG QUAN VẤN ĐỀ NGHIÊN CỨU 
 

1.1. Các loại vật liệu cơ tính biến thiên 

1.1.1. Vật liệu cơ tính biến thiên truyền thống 

Vật liệu cơ tính biến thiên (FGM) truyền thống là loại vật liệu tiên tiến với đặc 

tính thay đổi dần dần về thành phần vật liệu theo một hướng cụ thể [2, 4, 5, 73]. Đây 

là sự kết hợp của hai hoặc nhiều vật liệu, thông thường là ceramic và kim loại, nhằm 

tận dụng ưu điểm của từng thành phần. FGM chịu được nhiệt độ cao, chống mài mòn 

tốt và vẫn đảm bảo độ dẻo dai, khắc phục các hạn chế như tính giòn hay nứt vỡ của 

ceramic. Sự thay đổi trơn và liên tục về tỉ lệ thành phần giúp giảm ứng suất tập trung 

trong vật liệu và cải thiện độ bền của kết cấu. Vật liệu này được ứng dụng rộng rãi 

trong  hàng không vũ trụ, cơ khí, công nghệ y sinh và đặc biệt là trong công trình xây 

dựng. Sự đa dạng và tiềm năng ứng dụng của FGM khiến nó trở thành một trong 

những vật liệu quan trọng được tập trung nghiên cứu trong khoa học vật liệu. 

Tỷ phần thể tích của các thành phần ceramic và kim loại thường được thiết kế 

theo quy luật lũy thừa theo phương z  trên bề dày kết cấu h , như sau [2, 4, 5]: 

 

 

1

2

1
1

2

   
 

    
 

,

,

N

c

N

m

z
V z

h

z
V z

h

    (1.1) 

với N là chỉ số đặc trưng tỷ phần thể tích, các chỉ số dưới c  và m  tương ứng chỉ 

thành phần ceramic và kim loại . 

Bằng cách áp dụng quy tắc hỗn hợp, tính chất hiệu dụng Pr  như mô đun đàn 

hồi E , mật độ khối lượng  , hệ số Poisson  , hệ số giãn nở nhiệt  ,… của FGM 

được ước lượng bằng biểu thức [2, 4, 5]: 

      Pr .c c m mz Pr V z Pr V z      (1.2) 

1.1.2. Composite cơ tính biến thiên gia cường Carbon nanotube 

Carbon nanotube (CNT) là vật liệu nano cấu thành từ các nguyên tử carbon liên 

kết bằng liên kết cộng hóa trị mạnh, sắp xếp trong một mạng lưới lục giác [3, 6]. Cấu 

trúc cơ bản của CNT có thể hình dung như một tấm graphene được cuộn lại thành hình 

ống với đường kính từ vài nanomet đến vài chục nanomet, chiều dài có thể lên đến 
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hàng trăm micromet. Với cấu trúc hình ống bao gồm các nguyên tử carbon sắp xếp 

theo mạng lục giác, CNT được chia thành hai loại chính là CNT đơn vách (SWCNT) 

và CNT đa vách (MWCNT). CNT được biết đến với độ bền kéo rất cao, có thể đạt đến 

63 GPa, gấp 100 lần thép nhưng chỉ nhẹ bằng 1/6 lần thép. Điều này khiến CNT trở 

thành lựa chọn hàng đầu với các công trình đòi hỏi vật liệu bền và nhẹ. Khả năng chịu 

tải trọng động lực học cũng vượt trội, nhờ đó CNT có thể chịu được các điều kiện khắc 

nghiệt. CNT có tính dẫn điện vượt trội nhờ cấu trúc đối xứng và các electron trong liên 

kết π của carbon có khả năng di chuyển tự do. Khả năng này tương tự như các vật liệu 

dẫn điện tốt nhất, chẳng hạn đồng, nhưng CNT lại có trọng lượng nhẹ hơn đáng kể. 

CNT có khả năng dẫn nhiệt rất cao, độ dẫn nhiệt dọc theo trục ống lên đến 3500 

W/m·K. Chính vì vậy mà CNT trở thành loại vật liệu lý tưởng để tản nhiệt trong các 

kết cấu. CNT có khả năng chống oxy hóa và ăn mòn tốt. Ở nhiệt độ phòng, CNT bền 

vững với môi trường hóa học khắc nghiệt. Nhiệt độ chịu nhiệt tối đa của CNT có thể 

đạt trên 2800 K trong điều kiện chân không. Hiện nay, các nghiên cứu đang tập trung 

vào việc tối ưu hóa quy trình tổng hợp CNT để phát triển các tính chất và giảm giá 

thành, từ đó thúc đẩy việc ứng dụng CNT rộng rãi trong thực tế. Có thể thấy rằng CNT 

không chỉ tạo cơ hội đổi mới công nghệ mà còn đặt nền tảng cho các hướng phát triển 

vật liệu nano trong tương lai. 

Vật liệu composite cơ tính biến thiên gia cường bằng ống nano carbon (FG-

CNTRC) được đề xuất bởi Shen [126] là sự kết hợp giữa vật liệu nền đẳng hướng với 

CNT được phân bố theo quy luật thay đổi liên tục trong kết cấu. Trong đó, CNT sẽ 

được phân bố theo các hướng và tỷ lệ khác nhau nhằm tối ưu hóa các đặc tính cơ, nhiệt, 

và khả năng chịu tải. Khi nghiên cứu tấm hoặc vỏ FG-CNTRC được chế tạo từ 

SWCNT và vật liệu nền đẳng hướng, một nhiệm vụ quan trọng là xác định các đặc 

tính cơ nhiệt hiệu dụng của vật liệu. Đây là yếu tố then chốt để phân tích và thiết kế 

kết cấu chịu tải. Để giải quyết vấn đề này, hai mô hình cơ học vi mô phổ biến thường 

được áp dụng là mô hình Mori-Tanaka và quy tắc hỗn hợp. Mô hình Mori-Tanaka 

phân tích ứng xử của các pha vật liệu khi có phân bố không đồng nhất. Điểm mạnh 

của mô hình này là khả năng dự đoán chính xác các đặc tính cơ học hiệu dụng trong 

các trường hợp vật liệu gia cường có sự phân bố khác nhau trong nền. Đặc biệt, mô 

hình này có thể mô phỏng ảnh hưởng của hình dạng, kích thước, và hướng của CNT 
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trong FG-CNTRC, giúp đánh giá chi tiết hơn về tương tác giữa các pha vật liệu. Mô 

hình này thường được sử dụng khi phân bố CNT theo bề dày không đều hoặc khi các 

đặc tính của từng thành phần có sự chênh lệch đáng kể. Trong khi đó, quy tắc hỗn 

hợp là một phương pháp đơn giản và trực quan, mô hình này sử dụng công thức bình 

quân gia quyền để ước lượng các đặc tính cơ nhiệt hiệu dụng. Phương pháp này giả 

định rằng mỗi thành phần của vật liệu đóng góp vào tính chất tổng thể theo tỷ lệ thể 

tích của nó trong toàn bộ kết cấu. Quy tắc hỗn hợp thích hợp cho các trường hợp phân 

bố đều và đơn giản hóa việc tính toán các đại lượng như mô đun Young (E), mô đun 

trượt (G), và hệ số Poisson (ν). Với nhiều đặc tính ưu việt chẳng hạn như: độ bền cơ 

học cao, tính dẫn nhiệt tốt, khả năng chống nứt gãy, và khả năng chịu được biến dạng 

lớn, vật liệu FG-CNTRC phù hợp cho các kết cấu chịu nhiệt độ cao hoặc làm việc 

trong môi trường khắc nghiệt. Các nghiên cứu đã tập trung vào phân tích ứng xử của 

dầm, tấm, và vỏ composite FG-CNTRC để tối ưu hóa thiết kế kết cấu. FG-CNTRC 

hiện được xem là vật liệu tiềm năng trong các lĩnh vực như hàng không vũ trụ, công 

trình xây dựng, công trình biển và các công trình đặc biệt khác. 

Theo quy tắc hỗn hợp mở rộng, các mô đun đàn hồi và mô đun trượt hiệu dụng

11 22, ,E E  và 12G  của vật liệu có thể được biểu diễn dựa trên các tỷ phần thể tích 

CNTV  và mV   1 CNT mV V  và tính chất của các thành phần, như sau [3, 6, 126]: 

11 1 11

2

22 22

3

12 12

  


 


 

,

,

,

CNT m
CNT m

CNT m
CNT m

CNT m
CNT m

E V E V E

V V
E E E

V V
G G G

   (1.3) 

trong đó các tham số hiệu dụng của CNT  1 2 3  , ,i i  xác định bằng cách so sánh 

mô đun đàn hồi và trượt của FG-CNTRC nhận được từ kết quả của quy tắc hỗn hợp 

với kết quả mô phỏng động lực phân tử.  

Tỷ phần thể tích CNT CNTV  của tấm vỏ FG-CNTRC được thiết kế biến đổi 

liên tục theo bề dày, biểu diễn bởi : 

  * ,CNT CNTV V f z      (1.4) 

trong đó  f z  được chọn là một hàm liên tục theo bề dày và: 
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 


   
* ,CNT
CNT

CNT CNT CNT CNT m

w
V

w w
   (1.5) 

trong đó CNT  và m  là mật độ của CNT và vật liệu nền đẳng hướng, CNTw  là tỷ 

phần khối lượng của CNT. Bằng cách sử dụng phương trình (1.4), các quy luật phân 

bố CNT sẽ có cùng tỷ phần khối lượng của CNT. 

Theo hướng CNT và hướng trực giao, hệ số giãn nở nhiệt trực hướng được ước 

lượng dựa trên quy luật hỗn hợp [126] dựa trên các hệ số giãn nở nhiệt của CNT và 

của nền đẳng hướng 11 22 ,CNT CNT  và m , như sau: 

   
11 11

22 12 22 12 111 1

    

         

,

,

CNT m
CNT m

CNT CNT m m
CNT m

V V

V V
  (1.6) 

Hệ số Poisson của kết cấu FG-CNTRC cũng có thể dự đoán bằng cách tương tự 

[126], nhận được: 

12 12    * .CNT m
CNT mV V     (1.7) 

Để đơn giản, giả thiết rằng: 2 3    và 12 13 23 G G G .  

1.1.3. Composite cơ tính biến thiên gia cường Graphene  

Graphene, một dạng thù hình của carbon, với cấu trúc hai chiều gồm các 

nguyên tử carbon liên kết sp2 tạo thành mạng lục giác, là loại vật liệu nhẹ nhất và 

mạnh nhất mà con người từng phát hiện [23]. Với độ dày chỉ bằng một lớp nguyên 

tử, graphene sở hữu những tính chất cơ, nhiệt và điện vượt trội, vượt xa các vật liệu 

truyền thống. Điện trở suất của graphene đạt 106 Ω·cm, nhỏ hơn đồng tới 35%, trong 

khi độ dẫn nhiệt lên đến 5300 W/m·K, gấp 10 lần đồng. Về cơ học, độ bền của 

graphene gấp khoảng 100 lần thép, với tỉ trọng chỉ 0.77 mg/m², và độ trong suốt đạt 

mức hấp thụ ánh sáng chỉ 2.3%. 

Những tính chất độc đáo này khiến graphene trở thành ứng viên lý tưởng trong 

việc gia cường vật liệu nền như polymer hoặc kim loại, tạo ra các nanocomposite có 

hiệu suất cơ, nhiệt và điện vượt trội. Việc bổ sung graphene, ngay cả với hàm lượng 

nhỏ, giúp cải thiện rõ rệt các đặc tính cơ học và giảm trọng lượng kết cấu. Nhờ diện 

tích bề mặt lớn và cấu trúc hai chiều, graphene hình thành liên kết tốt hơn với vật liệu 

nền so với các vật liệu nano khác như CNT. 



9 
 

Graphene platelet (GPL) và graphene sheet là các dạng của graphene, trong đó 

Graphene platelet là các mảnh nhỏ của graphene có độ dày từ vài lớp đến hàng chục 

lớp nguyên tử carbon, với kích thước ngang nhỏ hơn và diện tích bề mặt hạn chế, dễ 

dàng hơn cho các ứng dụng như gia cường trong vật liệu composite. Trong khi đó, 

graphene sheet là một lớp graphene đơn, có diện tích lớn hơn và tính chất 2D nổi bật, 

dẫn tới liên kết tốt hơn với vật liệu nền và mang lại hiệu quả gia cường lớn hơn so 

với graphene platelet và CNT. 

Ứng dụng của graphene trong các loại composite gia cường đang được nghiên 

cứu rộng rãi trong các lĩnh vực như công trình biển, dân dụng và giao thông. Những 

vật liệu này không chỉ giúp tăng cường độ bền và khả năng chịu lực mà còn cải thiện 

khả năng dẫn nhiệt, giảm trọng lượng và tối ưu hóa hiệu suất. Đặc biệt, phương án 

thiết kế cơ tính biến thiên cho phép điều chỉnh sự phân bố graphene trong vật liệu 

nền, góp phần tối ưu hóa các đặc tính cơ học của nanocomposite trong các điều kiện 

khác nhau [62]. 

Các loại composite cơ tính biến thiên gia cường Graphene là Composite cơ tính 

biến thiên gia cường graphene platelet (FG-GPLRC), Composite cơ tính biến thiên 

gia cường graphene sheet với nền polymer (FG-GRC) và Composite cơ tính biến 

thiên gia cường graphene sheet với nền kim loại ( FG-GRMMC) được quan tâm hàng 

đầu trong khoảng tám năm gần đây [26, 51, 132, 133]. Cơ tính biến thiên trong trường 

hợp này được thể hiện theo hai cách, theo nghĩa chính xác, là sự thay đổi trơn và liên 

tục của tỷ phần thể tích graphene theo bề dày kết cấu, hoặc theo nghĩa gần đúng, là 

sự biến đổi từng phần của tỷ phần thể tích Graphene theo từng lớp. Từ đó hình thành 

một số quy luật phân bố UD, FG-A, FG-V, FG-O, FG-X, với quy luật biến đổi từng 

phần thì trong mỗi lớp có tỷ phần thể tích Graphene là hằng số nhưng biến đổi dần 

qua nhiều lớp vật liệu khác nhau theo bề dày kết cấu.  

Bằng cách gia cường Graphene platelet trong nền polymer/kim loại đẳng hướng 

và với tỷ phần khối lượng của GPL được biến đổi trơn/từng phần theo bề dày thành 

kết cấu tạo thành vật liệu bất đẳng hướng FG-GPLRC. Phức tạp hơn so với FG-

GPLRC là FG-GRC hay FG-GRMMC. Với các xắp xếp “Graphene sheet” trong nền 

polymer/kim loại đẳng hướng theo phương aimchair hoặc zigzag, một lớp composite 

trực hướng được tạo thành. Khi thay đổi tỷ phần thể tích graphene trong các lớp theo 
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bề dày kết cấu, vật liệu tạo thành sẽ có cả tính chất của FGM và composite lớp truyền 

thống. Ngoài ra, do tương tác nano giữa graphene và nền, FG-GRC/FG-GRMMC còn 

mang các hiệu ứng nano đặc biệt, dẫn tới các ứng xử cơ học khác thường của kết cấu. 

Cũng do sự phức tạp của các phương trình cơ học, dẫn tới các bài toán phân tích tấm 

vỏ phân lớp FG-GRC/FG-GRMMC có thể gặp nhiều thách thức về toán học. 

1.1.3.1. Composite cơ tính biến thiên gia cường Graphene platelet (FG-GPLRC) 

Mô hình Halpin -Tsai được sử dụng để xác định mô đun đàn hồi của FG-GPLRC 

như sau [26, 51]: 

   1 1 2 2

1 2

3 1 5 11

8 1 1
,

sh sh
G m G m

sh sh sh
G G

m n V E m n V E
E

n V n V

  
      

  (1.8) 

trong đó: 

1 2
1 2

1 22 2

   
 

 

 

, ,

, ,

m G m G

m G m G

G G

G G

E E E E
n n

m E E m E E

a b
m m

t t

   (1.9) 

với các mô đun đàn hồi của pha nền và GPL được ký hiệu là mE  và GE , ,Ga ,Gb  

Gt  lần lượt là các ký hiệu về chiều dài, chiều rộng và độ dày của GPL và sh
GV  là tỷ 

phần thể tích của GPL  1 sh sh
m GV V , được định nghĩa là: 

,
sh

sh m G
G sh sh

m G G G G

V
 


    

     (1.10) 

 với m  và G  lần lượt là mật độ của nền và GPL, shG  là tỷ phần khối lượng của 

GPL biến đổi theo bề dày kết cấu với các hàm sau: 
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 
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2
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z
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       
      
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              

  
              
              

 (1.11) 

trong đó G  là ký hiệu tỷ phần khối lượng trung bình của GPL. 

Hệ số giãn nở nhiệt, hệ số Poisson và mật độ có thể ước lượng bằng quy luật 

hỗn hợp bởi: 

   
   
   

1

1

1

,

,

.

sh sh
sh m G G G

sh sh
sh m G G G

sh sh
sh m G G G

z V V

z V V

z V V

     

     

     

   (1.12) 

1.1.3.2. Composite cơ tính biến thiên gia cường Graphene sheet (FG-GRC) 

Hai hướng của graphene sheet được xác định là hướng zigzag và hướng 

aimchair. Hướng zigzag của graphene sheet là theo hướng dọc của vỏ và được xác 

định bởi (lớp 0) trong khi hướng chu vi được xác định bởi (lớp 90). Lớp vỏ và các 

gân được cấu tạo từ nhiều lớp GRC và ba cách kết hợp các hướng được xem xét là 

(0)10 , (0/90/0/90/0)S, và (0/90)5T . Ngoài ra, năm quy luật phân bố graphene được 

nghiên cứu là FG-O, FG-X, UD, FG-V, và FG-A (xem Hình 1.1).  

Tỷ phần thể tích graphene được tăng dần từ lớp GRC bên dưới đến lớp GRC 

bên trên đối với FG-A và ngược lại đối với FG-V. Tỷ phần thể tích graphene với hai 

loại phân bố graphene sheet theo mười lớp đối với FG-V được ký hiệu là 

[(0.11)2/(0.09)2/(0.07)2/(0.05)2/(0.03)2] và [(0.03)2/(0.05)2/(0.07)2/(0.09)2/(0.11)2] đối 

với FG-A. Tỷ phần thể tích graphene thay đổi đối xứng từ mặt phẳng giữa của vỏ, 

[0,11/0,09/0,07/0,05/0.03]S đối với FG-O và [0.03/0.05/0.07/0.09/0.11]S với FG-X. 

Với phân bố UD, tỷ phần thể tích graphene không đổi ( 0 07 .GV ) cho tất cả các lớp. 
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Mô đun đàn hồi trực hướng và mô đun trượt các lớp FG-GRC được ước lượng 

bằng cách sử dụng mô hình Halpin –Tsai, được tính như sau: 

 

 

11
11 1

11

22
22 2

22

12 3
12

1 2

1

1 2

1

1

1

 
 

 

 
 

 

 
 

/
,

/
,

.

G
mG G G

G
G

G
mG G G

G
G

m
G

G

a h V
E E

V

b h V
E E

V

G G
V

  (1.13) 

với: 

11 22 12
11 22 12

11 22 12

1 1 1

2 2

  
     

 
/ / /

, , ,
/ / / / /

G m G m G m
G G G

G m G m G m
G G G G

E E E E G G

E E a h E E b h G G
 (1.14) 

trong đó mV và GV lần lượt là tỷ phần thể tích của graphene và nền đẳng hướng, trong 

đó 1 G mV V . Ga  và Gb  lần lượt là chiều dài và chiều rộng của graphene, Gh  là 

độ dày hiệu dụng của graphene. mE và mG  là mô đun đàn hồi và mô đun trượt của 

nền đẳng hướng. Graphene sheet là một vật liệu trực hướng với các mô đun đàn hồi 

trực hướng và mô đun trượt lần lượt được ký hiệu là 11 22 ,G GE E và 12GG . Trong phương 

trình (1.13), các thông số hiệu dụng của graphene được ký hiệu bởi   1  2  3  , ,j j  

được xác định như trong báo cáo của Shen và các cộng sự [132, 133]). 

Hệ số giãn nở nhiệt của các lớp GRC theo hai hướng của kết cấu có thể được 

xác định bằng [132, 133]: 

 

   

11 11
11

11

22 12 22 12 111 1

  
 



          

,

,

G G m m
G m

G m
G m

G G m m
G m

V E V E

V E V E

V V

 (1.15) 

trong đó 11G , 22G và 12G  tương ứng là hệ số giãn nở nhiệt và hệ số Poisson của 

graphene sheet. mvà m  lần lượt là hệ số giãn nở nhiệt và hệ số Poisson của nền 

đẳng hướng. 

Trong luận án này, PMMA được áp dụng cho nền đẳng hướng với 

  645 1 0 0005 10    .m T K  và  0 0034 3 52  . .mE T  GPa, 0 34  .m , với 

nhiệt độ môi trường 0  T T T và 0 300T K (nhiệt độ phòng). 
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Hình 1.1. Quy luật phân bố tỷ phần thể tích graphene sheet 

Hệ số Poisson của các lớp GRC được tính bằng cách sử dụng công thức: 

 12 12     .G m
G mV V   (1.16) 

Hệ số Poisson, hệ số giãn nở nhiệt, các mô đun đàn hồi trực hướng, mô đun 

trượt của graphene sheet được xác định: 
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(1.17) 
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1.2. Các nghiên cứu liên quan trong và ngoài nước 

1.2.1. Các nghiên cứu về kết cấu tấm vỏ FGM 

Trong khoảng hai thập kỷ gần đây, nghiên cứu về ứng xử cơ học của các kết 

cấu dầm, tấm, vỏ FGM [73, 86] là một hướng nghiên cứu được quan tâm đặc biệt. 

Nhiều nhà khoa học đã tập trung phân tích ứng xử ổn định và động lực của các kết 

cấu FGM bằng các tiếp cận số hoặc giải tích khác nhau.  

Nhóm nghiên cứu của Shen [124, 129, 130] chủ yếu áp dụng lý thuyết biến dạng 

trượt với các thành phần phi tuyến hình học của von Karman và sử dụng phương pháp 

nhiễu để phân tích ứng xử ổn định tĩnh và dao động của các kết cấu panel và vỏ trụ 

FGM chịu tải cơ và nhiệt. Trong đó Shen [124] đã sử dụng HSDT để phân tích ổn 

định phi tuyến của vỏ trụ FGM chịu nén dọc trục với tính chất vật liệu phụ thuộc 

nhiệt độ, kỹ thuật nhiễu đơn và mô hình nền hai hệ số Pasternak cũng được sử dụng. 

Cũng sử dụng kỹ thuật nhiễu đơn và HSDT, Shen [129] đã phân tích bài toán phi 

tuyến về ổn định panel trụ FGM với các tính chất hiệu dụng của FGM được ước lượng 

dựa trên mô hình cơ học vi mô của Mori-Tanaka. Trong khi đó, Shen [130] đã phân 

tích dao động phi tuyến của panel trụ FGM dựa trên kỹ thuật nhiễu hai bước và các 

tính chất hiệu dụng của FGM được xem xét theo cả hai mô hình cơ học vi mô của 

Voigt và Mori-Tanaka. Sử dụng phương pháp Galerkin, Sofiyev và các cộng sự [143-

145] tập trung vào ứng xử ổn định tĩnh và động của vỏ trụ FGM nhiều lớp chịu các 

điều kiện tải trọng khác nhau. Dao động và ổn định của vỏ trụ FGM sandwich chịu 

áp lực thủy tĩnh phân bố đều được phân tích bởi Sofiyev [143] dựa theo FSDT khi 

xét tới dạng nghiệm hiển của tần số dao động tự do tuyến tính và áp lực thủy tĩnh tới 

hạn được xác định. Sofiyev và các cộng sự [144] đã phân tích ổn định nén dọc trục 

và tần số dao động tuyến tính của vỏ trụ sandwich lõi FGM có xét tới hiệu ứng quán 

tính quay và ứng suất trượt ngang của vỏ. Sofiyev và Kuruoglu [145] đã nghiên cứu 

bài toán ổn định động của vỏ trụ FGM ba lớp chịu nén dọc trục định kỳ theo lý thuyết 

vỏ Donnell cải tiến. Hong [60] đã sử dụng phương pháp vi phân toàn phương tổng 

quát ( GDQ) để phân tích ảnh hưởng của HSDT đến dao động nhiệt của tấm và vỏ 

trụ FGM dày. Ảnh hưởng của hệ số hiệu chỉnh cắt phi tuyến, chỉ số đặc trưng tỷ phần 

thể tích FGM và nhiệt độ môi trường tới ứng suất nhiệt và chuyển vị trung tâm của 

kết cấu đã được khảo sát và thảo luận chi tiết. Đáp ứng động lực phi tuyến và cộng 
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hưởng của vỏ trụ sandwich FGM trong môi trường phức tạp, chuyển động dọc trục, 

đã được nghiên cứu bởi Liu và các cộng sự [78] bằng phương pháp tiếp diễn chiều 

dài cung giả (pseudo-arc length continuation method) và phương pháp Runge-Kutta 

bậc bốn. Elmhaia và các cộng sự [48] tập trung vào ứng xử ổn định của vỏ trụ FGM 

chịu nén dọc trục. Sử dụng phương pháp số tiệm cận (ANM), lập trình trên Matlab 

và kết hợp với phần mềm Abaqus để đánh giá ảnh hưởng của các yếu tố phi tuyến 

của kết cấu FGM từ đó tiến hành so sánh các trường hợp phân bố vật liệu khác nhau. 

Bài toán điều khiển chủ động về mất ổn định động đột ngột của vỏ cầu thoải FGM 

với lớp cảm biến áp điện và bộ truyền động áp điện được nghiên cứu bởi Javani và 

các cộng sự [64] sử dụng FSDT, nguyên lý Hanilton, phương pháp GDQ và phương 

pháp Newton-Raphson. He và các cộng sự [55] đã khảo sát dao động tự do và cưỡng 

bức của vỏ trụ/nón/cầu và khuyên kép FGM với các điều kiện biên và liên kết khác 

nhau sử dụng kỹ thuật lò xo ảo nhân tạo và phương pháp Rayleigh-Ritz. 

Nhiều nhóm nghiên cứu của Việt Nam cũng đóng góp nhiều công bố về kết cấu 

tấm, vỏ FGM trong những năm vừa qua [2, 4, 5, 13-20, 32, 33, 38-40, 44-47, 88-91, 

93, 108, 111]. Các công bố này phân tích ứng xử của tấm và vỏ với hình dạng khá đa 

dạng như tấm, panel trụ, vỏ thoải hai độ cong, vỏ trụ, vỏ cầu thoải… sử dụng lý thuyết 

tấm, vỏ khác nhau và chủ yếu dùng phương pháp Galerkin để giải. Tăng khả năng 

chịu lực bằng gân tăng cứng là một giải pháp được sử dụng phổ biến trong nhiều kết 

cấu kỹ thuật. Cách làm này có ưu điểm là tăng khả năng chịu lực của kết cấu một 

cách rõ rệt mà chỉ cần bổ sung lượng gân không đáng kể.  

Nghiên cứu về ứng xử của các kết cấu tấm vỏ FGM có gân tăng cứng cũng được 

nhiều tác giả trong nước và ngoài nước quan tâm đặc biệt trong khoảng một thập kỷ 

vừa qua [2, 4, 5, 20, 32, 38, 41, 44-47, 88-90, 93]. Để đảm bảo điều kiện về tính liên 

tục của vật liệu giữa tấm/vỏ và gân tăng cứng, phương án đầu tiên là gân tăng cứng 

làm bằng vật liệu đẳng hướng [4,5, 17-20, 45], nếu gân đặt ở mặt Ceramic thì được 

làm hoàn toàn bằng Ceramic và nếu đặt ở mặt kim loại thì được làm hoàn toàn bằng 

kim loại. Kỹ thuật san tác dụng gân của Lekhnitskii được áp dụng để tính tới ảnh 

hưởng của gân tăng cứng. Phương án thứ hai được đề xuất là gân làm bằng vật liệu 

FGM [2, 32, 44, 46, 47, 93], trong đó quy luật phân bố vật liệu cần đảm bảo cùng vật 

liệu tại mặt tiếp xúc giữa tấm/vỏ và gân. Phương án này đòi hỏi cần cải tiến kỹ thuật 
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san tác dụng gân của Lekhnitskii dành cho gân FGM. Sau đó, kỹ thuật san tác dụng 

gân tiếp tục được cải tiến bằng cách kết hợp với kỹ thuật chuyển đổi hệ trục tọa độ 

để mô phỏng ảnh hưởng của gân xiên/xoắn ốc tới ổn định phi tuyến của tấm/vỏ FGM 

[2, 33, 88-91]. Kết quả cho thấy thiết kế gân xiên/xoắn ốc thu được hiệu quả đáng kể 

so với gân trực giao nếu cùng một lượng gân và thông số mặt cắt gân cũng như khoảng 

cách giữa các gân. 

1.2.2. Các nghiên cứu về tấm vỏ FG-CNTRC 

Cũng với ý tưởng tương tự vật liệu FGM, người ta có thể bố trí CNT một cách 

đồng phương với tỷ phần thể tích biến thiên trong không gian để đạt được khả năng 

chịu tải tốt hơn, tạo thành một vật liệu composite mới có tên quốc tế là Functionally 

Graded Carbon Nanotube Reinforced Composite (FG-CNTRC). Phân tích ứng xử cơ 

học của các kết cấu tấm vỏ FG-CNTRC cũng là một vấn đề được nhiều tác giả trên 

thế giới quan tâm trong khoảng gần 1 thập kỷ vừa qua.  

Đầu tiên, Shen và các cộng sự [126-128, 131] đã phân tích ứng xử ổn định và 

dao động phi tuyến của các kết cấu tấm, panel trụ và vỏ trụ FG-CNTRC bằng phương 

pháp nhiễu và HSDT. Ổn định phi tuyến của tấm FG-CNTRC chịu tải nhiệt với tính 

chất vật liệu phụ thuộc nhiệt độ dựa trên HSDT đã được khảo sát vởi Shen và Zhang 

[126] có xét đến độ võng không hoàn hảo ban đầu. Shen và Xiang [131] đã nghiên 

cứu bài toán dao động phi tuyến của panel trụ FG-CNTRC có xét đến tương tác vỏ 

và nền đàn hồi Pasternak và nhiệt độ môi trường. Ổn định phi tuyến của vỏ trụ FG-

CNTRC chịu áp lực ngoài và nén dọc trục đã được khảo sát bởi Shen [127, 128] sử 

dụng kỹ thuật nhiễu đơn và xét tới ảnh hưởng của nhiệt độ đến tính chất vật liệu. 

Kiani [66, 67] nghiên cứu ứng xử ổn định và dao động tuyến tính của tấm FG-

CNTRC có và không có lớp vật liệu áp điện. Ổn định trượt của tấm FG-CNTRC theo 

FSDT, dùng công thức Ritz hai chiều và đa thức cơ bản Chebyshev đã được trình bày 

bởi Kiani [66]. Cũng sử dụng phương pháp và lý thuyết tương tự cùng với phương 

trình Maxwell, Kiani [67] đã khảo sát dao động tự do của tấm FG-CNTRC tích hợp 

với các lớp áp điện. Alibeigloo và Liew [7] đã sử dụng lý thuyết đàn hồi ba chiều, 

chuỗi Fourier và kỹ thuật không gian trạng thái để tìm nghiệm chính xác của bài toán 

uốn cơ nhiệt tuyến tính của panel trụ FG-CNTRC. Dao động tự do và ổn định tuyến 

tính của tấm tứ giác và tấm nghiêng FG-CNTRC được nghiên cứu bởi Lei và các 
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cộng sự [77] bằng cách dùng phương pháp Ritz cải tiến với bình phương nhỏ nhất di 

động (improved moving least-squares Ritz) và FSDT. Phương pháp phần tử tự nhiên 

hai chiều và phương pháp lặp Newton-Raphson được áp dụng để phân tích đối với 

bài toán uốn phi tuyến của tấm FG-CNTRC bởi Cho [28] có xét đến ảnh hưởng của 

nền đàn hồi. Kumar và Jana [75] đã phân tích dao động của tấm FG-CNTRC đặt trên 

nền đàn hồi không đồng nhất dựa trên FSDT, nguyên lý Hamilton, và phần tử tấm 

loại Lévy. Zeighami và Jafari [170] đã sử dụng phương pháp biến phức phát triển để 

giải bài toán ứng suất nhiệt trong các tấm composite FG-CNTRC không đối xứng với 

lỗ dưới dòng nhiệt đều. Dao động tự do của các tấm sandwich gấp nếp có lõi rỗng và 

lớp phủ FG-CNTRC đã được nghiên cứu bởi Salehipour và các cộng sự [54] bằng 

cách áp dụng FSDT để tìm ra các phương trình chuyển động, sau đó các tác giả sử 

dụng phương pháp GDQ hai chiều để rời rạc hóa chúng.  

Trong những năm gần đây, bằng các phương pháp và lý thuyết khác nhau, nhiều 

nghiên cứu đã tập trung phân tích các panel FG-CNTRC, đơn cử như ổn định cơ nhiệt 

của panel sandwich FG-CNTRC lõi nhẹ [24], ổn định tuyến tính của panel trụ FG-

CNTRC có lỗ vuông chịu nén dọc trục [10], ổn định nhiệt tuyến tính của panel FG-

CNTRC với mô hình chuyển vị đa thức bậc cao [82].  

Nghiên cứu về dao động phi tuyến đối xứng và bất đối xứng trục của vỏ trụ 

sandwich FG-CNTRC với lõi lưới auxetic được thực hiện bởi Yadav [164] dựa trên 

FSDT và phương pháp độ dài cung giả. Khayat và các cộng sự [72] đã sử dụng mô 

hình Chebyshev kết hợp với các đường cong động để đánh giá xác suất ổn định động 

của các vỏ trụ FG-CNTRC với lớp áp điện, dựa trên lý thuyết phi tuyến Sanders và 

HSDT, cùng với phương pháp vi phân cầu phương Fourier. 

Nhiều nhà khoa học cũng đã quan tâm nghiên cứu một số loại vỏ phức tạp khác. 

Raissi [119] đã sử dụng lý thuyết từng lớp kết hợp với HSDT để phân tích phân bố 

ứng suất theo thời gian của vỏ cầu sandwich ba lớp lõi FG-CNTRC và mặt ngoài áp 

điện, dưới tác động của áp lực nổ.  

Ứng xử dao động và ổn định rẽ nhánh của vỏ nón FG-CNTRC đã được phân 

tích bởi Mehri và các cộng sự [83] sử dụng lý thuyết động học phi tuyến Green–

Lagrange, và lý thuyết vỏ phi tuyến Novozhilov dựa trên phép khai triển lượng giác 

theo phương chu vi và phương pháp vi phân cầu phương điều hòa (HDQ). Sử dụng 
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lý thuyết vỏ Donnell cải tiến, FSDT và phương pháp Galerkin, Sofiyev và các cộng 

sự [146] đã thiết lập một lời giải giải tích cho bài toán ổn định tuyến tính vỏ nón FG-

CNTRC chịu áp lực ngoài. 

Với vỏ ghép, ổn định nhiệt tuyến tính của vỏ ghép nón – nón được phân tích bởi 

Zhao và các cộng sự [171] bằng cách dùng phương pháp GDQ, lý thuyết biến dạng 

trượt bậc nhất và tiêu chuẩn cân bằng lân cận. Sobhani và Safaei [142] đã khảo sát 

tần số dao động của vỏ ghép bán cầu – trụ FG-CNTRC với lỗ rỗng trên nền đàn hồi 

bằng cách sử dụng FSDT và phương pháp GDQ. 

Các tác giả trong nước cũng có nhiều các nghiên cứu đáng quan tâm về vật liệu 

này [3, 6, 34-36, 41-43, 56-58, 84, 92, 94, 150-154], trong đó tập trung nghiên cứu 

ứng xử ổn định và dao động phi tuyến của kết cấu. Bằng cách sử dụng các lý thuyết 

khác nhau và phương pháp Galerkin, các bài toán phi tuyến về ổn định cơ nhiệt, đáp 

ứng động lực và dao động kết cấu vỏ thoải hai độ cong và vỏ nón FG-CNTRC đã 

được phân tích bởi nhóm tác giả Nguyễn Đình Đức và các cộng sự [41-43]. Bằng 

phương pháp tương tự, các kết cấu tấm, panel trụ, vỏ thoải hai độ cong, và vỏ trụ FG-

CNTRC đã được xem xét bởi nhóm tác giả Hoàng Văn Tùng và các cộng sự [3, 56-

58, 151-154, 157] trong các bài toán ổn định cơ và nhiệt phi tuyến, trong đó nhấn 

mạnh vào ảnh hưởng của điều kiện biên đàn hồi tới ứng xử của kết cấu. Nhóm tác giả 

Vũ Hoài Nam và các cộng sự [92, 94] đã đề xuất phương án gia cường CNT theo hai 

phương trực giao để khắc phục nhược điểm về mô đun đàn hồi rất nhỏ theo phương 

trực giao với CNT, và tiến hành khảo sát ổn định phi tuyến của vỏ trụ FG-CNTRC 

trực giao chịu nén dọc trục và tải xoắn tương ứng. 

Với kết cấu tấm và vỏ FG-CNTRC có gân tăng cứng, do đặc điểm dị hướng 

mạnh và đặc điểm liên tục của các đặc trưng cơ tính của FG-CNTRC, nhóm tác giả 

của trường Đại học Công nghệ Giao thông vận tải đã đề xuất phương án tăng cứng 

cho kết cấu tấm và vỏ FG-CNTRC bằng các gân tăng cứng cũng làm bằng FG-

CNTRC [6, 34-36, 84, 150]. Bằng cách kết hợp kỹ thuật san tác dụng gân cổ điển và 

lý thuyết dầm dị hướng, độ cứng của gân FG-CNTRC được mô phỏng bằng một kỹ 

thuật cải tiến, được gọi là kỹ thuật san tác dụng gân cải tiến, trong đó các gân được 

đặt theo các phương trực giao của kết cấu (phương ngang và dọc với tấm, và phương 

dọc và vòng với vỏ trụ). 
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1.2.3. Các nghiên cứu về tấm vỏ FG-GPLRC 

Nghiên cứu về ứng xử cơ nhiệt của kết cấu tấm vỏ FG-GPLRC cũng được nhiều 

tác giả tham gia. 

Gholami và Ansari [51] đã nghiên cứu dao động cưỡng bức điều hòa của tấm 

FG-GPLRC bằng cách sử dụng HSDT, phương pháp Galerkin, và phương pháp tiếp 

cận chiều dài cung giả (Pseudo arc-length continuation), có xét đến tính phi tuyến 

hình học và quán tính quay của tấm. Các nghiên cứu khác về ứng xử tĩnh và động của 

tấm FG-GPLRC cũng đã được nghiên cứu bởi Yang và các cộng sự [166] với lõi lưới 

chóp, Chen và các cộng sự [26] với chất lỏng tĩnh, Song và các cộng sự [147] với bài 

toán dao động cơ nhiệt khí động flutter, và Namazinia và các cộng sự [105] với môi 

trường nhiệt ẩm. 

Sử dụng FSDT và phương pháp phần tử hữu hạn đẳng tham số chín nút với năm 

bậc tự do mỗi nút, Bidzard và các cộng sự [21] đã nghiên cứu về panel trống FG-

GPLRC với các cạnh ràng buộc xoay đàn hồi. Phân tích hỗn loạn (Chaos) và rẽ nhánh 

của panel cầu FG-GPLRC đã được phân tích bởi Chen và Li [25] sử dụng HSDT và 

nguyên lý Hamilton. Barati và Zenkour [11] đã phân tích dao động tự do của vỏ trụ 

FG-GPLRC sử dụng FSDT và phương pháp Galerkin với các lỗ rỗng được phân bố 

đối xứng và bất đối xứng qua mặt trung bình của vỏ. Ổn định nén dọc trục và xoắn 

của vỏ trụ FG-GPLRC có và không có lỗ cắt đã được nghiên cứu bởi Wang và các 

cộng sự [158, 159] bằng cách sử dụng phương pháp phần tử hữu hạn. Hu và các cộng 

sự [61] đã khảo sát động lực hình học phổ của vỏ trụ FG-GPLRC với bộ hấp thụ dao 

động theo chu kỳ sử dụng FSDT và phương pháp phổ hình học. Với kết cấu vỏ nón, 

Yang và các cộng sự [165], Saboori và Ghadiri [121], và Gao và các cộng sự [50] đã 

phân tích ứng xử nội cộng hưởng [165], nội và ngoại cộng hưởng [121], và phổ hình 

học của dao động ngẫu nhiên [50] của vỏ nón FG-GPLRC. Yang và các cộng sự [167] 

đã khảo sát dao động tự do và cưỡng bức đối xứng / bất đối xứng của tấm hình khuyên 

FG-GPLRC quay chịu tải khí động học. 

Dựa trên lý thuyết Lord-Shulman và phương pháp vi phân từng lớp (Layerwise 

Differential Quadrature Method), Yasin và các cộng sự [168] đã phân tích ứng xử cơ 

nhiệt của vỏ cầu FG-GPLRC với sơ đồ tích phân theo bước thời gian mới được đề 

xuất. Nguyễn Thị Phương và các cộng sự [114], Lê Ngọc Lý và các cộng sự [81], Vũ 



20 
 

Hoài Nam và các cộng sự [100], và Bùi Tiến Tú và các cộng sự [155] đã sử dụng 

HSDT và phương pháp năng lượng để phân tích ổn định tĩnh và động, và dao động 

cơ nhiệt phi tuyến của tấm tròn và vỏ cầu thoải FG-GPLRC và sandwich FG-GPLRC 

với lõi rỗng, và FG-GPLRC rỗng, có nền đàn hồi tuyến tính hoặc phi tuyến. Tiếp tục 

phát triển lên cho kết cấu vỏ chỏm thoải có độ cong phức tạp, Vũ Hoài Nam và các 

cộng sự [100] và Bùi Tiến Tú và các cộng sự [155] đã phân tích ổn định cơ nhiệt của 

vỏ chỏm parabol, hình sin và hình elip bằng cách thực hiện các tính phân số cho các 

tích phân phát sinh do phương trình độ cong phức tạp mang lại. Ứng xử động lực cơ 

nhiệt điện phi tuyến của panel có độ cong phức tạp FG-GPLRC với lõi auxetic cũng 

được nghiên cứu bởi Vũ Hoài Nam và các cộng sự [102] theo HSDT. 

 Phân tích các kết cấu tấm vỏ FG-GPLRC không phức tạp như tấm vỏ FG-

CNTRC về mặt toán học, nên nghiên cứu về các kết cấu này thu hút được nhiều nhà 

khoa học trong nước cũng như ngoài nước tham gia nghiên cứu, tuy vậy do đây là vật 

liệu mới nên các công bố chưa nhiều.  

1.2.4. Các nghiên cứu về tấm vỏ FG-GRC và FG-GRMMC 

 Ứng xử cơ học của tấm, vỏ FG-GRC phân lớp đã và đang được nhiều nhóm tác 

giả quan tâm trên thế giới. Trong đó hai nhóm nổi bật là Shen và các cộng sự [132-

135, 137, 138] và Kiani và các cộng sự [68-71] đã công bố một số nghiên cứu về ứng 

xử tĩnh và động của kết cấu tấm, vỏ FG-GRC phân lớp. Các kết cấu tấm và vỏ làm 

bằng FG-GRMMC phân lớp cũng được nghiên cứu chi tiết, trong đó tập trung khảo 

sát các hiệu ứng của hệ số Poisson âm tới ứng xử ổn định và dao động [27, 49, 139-

141].  

Nhóm tác giả đến từ trường Đại học Công nghệ GTVT cũng đóng góp nhiều 

nghiên cứu về bài toán phi tuyến ổn định của tấm và vỏ FG-GRC phân lớp [1, 29, 30, 

87, 95-98, 109, 110, 113, 115-117]. Có thể thấy rằng cả FG-GRC/FG-GRMMC và 

FG-GPLRC đều được đề xuất dựa trên ý tưởng tương tự với FGM, vì vậy việc tăng 

cứng cho kết cấu làm bằng các vật liệu này cũng cần đảm bảo điều kiện liên tục về 

vật liệu giữa vỏ và gân. Một cách định tính, nếu tăng cứng kết cấu bằng chính vật liệu 

nền (polymer/kim loại) thì để đạt được một hiệu quả nhất định cần một lượng gân rất 

lớn, do mô đun đàn hồi của vật liệu nền là rất nhỏ so với FG-GRC/FG-GRMMC và 

FG-GPLRC tương ứng. Vì vậy, nhóm tác giả này [29, 30, 96-98, 109, 110, 113, 117] 
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đã đưa ra biện pháp tăng cứng cho vỏ trụ FG-GRC bằng hệ thống gân cũng được chế 

tạo từ FG-GRC với quy luật phân bố của Graphene một cách phù hợp với quy luật 

phân bố của graphene trong vỏ với mục tiêu là đảm bảo điều kiện liên tục về vật liệu 

giữa vỏ và gân. Ngoài ra, có thể nhận thấy rằng kỹ thuật san tác dụng gân áp dụng 

cho các loại vật liệu đẳng hướng và vật liệu FGM, không thể áp dụng được cho FG-

GRC. Vì vậy trong các nghiên cứu này [101-109] cũng đã cải tiến kỹ thuật san tác 

dụng gân cho gân FG-GRC trực giao trong đó sử dụng HSDT và lý thuyết vỏ cổ điển. 

Gần đây, Vũ Hoài Nam và các cộng sự [99] đã phân tích ổn định phi tuyến panel trụ, 

parabol và hình sin không hoàn hảo. 

1.3. Tiềm năng ứng dụng Nanocomposite và kết cấu tấm vỏ Nanocomposite 

trong kỹ thuật xây dựng công trình 

1.3.1. Tiềm năng ứng dụng Nanocomposite 

 Việc áp dụng và phát triển các loại vật liệu tiên tiến vào ngành kỹ thuật xây 

dựng đã và đang là một xu hướng quan trọng với mục tiêu cải thiện chất lượng, độ 

bền và hiệu quả cho các công trình. Các vật liệu composite như FG-CNTRC, FG-

GRC và FG-GPLRC đang được quan tâm đặc biệt do những đặc tính ưu việt về cơ 

học, điện học và nhiệt học, điều đó cũng mở ra các cơ hội trong việc áp dụng những 

loại vật liệu này vào ngành kỹ thuật xây dựng công trình, chẳng hạn như sau: 

FG-CNTRC, FG-GRC và FG-GPLRC có khả năng tăng độ cứng và độ bền 

kéo của các cấu trúc xây dựng nhờ vào các vật liệu gia cường nano. Sự phân bố cơ 

tính biến thiên của chúng giúp tối ưu hóa các tính chất cơ học, từ đó tăng khả năng 

chịu tải và tính bền vững của các công trình xây dựng như nhà cao tầng và các kết 

cấu chịu lực. Việc đưa CNT vào các kết cấu xây dựng giúp giảm trọng lượng tổng 

thể của công trình, nhờ vậy mà chi phí lắp đặt và vận chuyển giảm xuống đáng kể, 

góp phần sử dụng năng lượng tiết kiệm và hiệu qủa hơn. 

CNT và Graphene có khả năng chịu nhiệt cao, giúp cải thiện tính chịu lửa của 

các vật liệu xây dựng. Điều này đặc biệt quan trọng đối với các công trình yêu cầu 

tiêu chuẩn an toàn cháy nổ cao, như nhà cao tầng và công trình công cộng. 

Nanocomposite với đặc tính chống ăn mòn và mài mòn tốt, từ đó giúp tăng tuổi thọ 

của kết cấu và hạ thấp chi phí bảo trì. Ngoài ra, một số nghiên cứu cho thấy vật liệu 
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nanocomposite có khả năng tự làm lành khi có vết nứt nhỏ, nhờ vậy mà tuổi thọ của 

công trình tăng, chi phí sửa chữa và bảo trì giảm. 

Khác với các loại composite truyền thống, nhìn chung các loại nanocomposite 

thường có mô đun đàn hồi (độ cứng) rất cao. Tùy thuộc vào vật liệu nền, tỷ phần thể 

tích và quy luật phân bố của vật liệu nano gia cường, mô đun đàn hồi (độ cứng) của 

chúng có thể tương đương hoặc lớn hơn thép. Điều này cũng khắc phục nhược điểm 

lớn của composite truyền thống, cho phép ứng dụng nanocomposite vào hầu hết các 

cấu kiện công trình. 

 Như vậy, nhờ có những đặc tính ưu việt, các vật liệu FG-CNTRC, FG-GRC 

và FG-GPLRC đang mở ra nhiều tiềm năng trong kỹ thuật xây dựng công trình. Các 

vật liệu này không chỉ làm tăng khả năng chịu tải và kéo dài tuổi thọ mà còn giảm 

trọng lượng, cải thiện tính năng chịu lửa, cũng như khả năng tự làm lành của công 

trình. Nhờ đó mà trong tương lai, ngành xây dựng sẽ có được nhiều lợi ích kinh tế và 

thân thiện với môi trường hơn. FG-CNTRC, FG-GRC và FG-GPLRC vẫn liên tục 

được nghiên cứu và phát triển để có thể khai thác nhiều nhất có thể tiềm năng của các 

vật liệu này cũng như tối ưu hóa việc sử dụng chúng trong các công trình xây dựng, 

nhất là các công trình đặc biệt. Công nghệ và khoa học vật liệu đang ngày càng phát 

triển mạnh mẽ, do vậy xu hướng tất yếu trong tương lai sẽ là ứng dụng các vật liệu 

này vào lĩnh vực xây dựng, từ đó giúp cho các công trình ngày càng an toàn và bền 

vững hơn, vật liệu được sử dụng tiết kiệm và hiệu quả hơn. 

1.3.2. Tiềm năng ứng dụng của tấm và vỏ Nanocomposite 

Với những đặc trưng cơ nhiệt đáng kinh ngạc, các kết cấu tấm vỏ composite 

nói chung và nanocomposite nói riêng đều có thể được dùng trong rất nhiều các chi 

tiết của kết cấu công trình khác nhau [6, 62, 85, 118] (Hình 1.2). 

a) Ứng dụng trong các cấu kiện công trình 

So với vật liệu truyền thống, tấm sàn và tấm trần làm bằng vật liệu 

nanocomposite bền hơn và chịu được tải lớn hơn. Chi phí lắp đặt, vận chuyển cũng 

đượ giảm đáng kể nhờ tính năng nhẹ và bền, các tấm này giúp giảm trọng lượng tổng 

thể của công trình. Tuổi thọ của các tấm sàn và trần cũng được tăng lên do đặc tính 

chống ăn mòn và mài mòn của nanocomposite. 
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Vỏ mái công trình làm bằng vật liệu nanocomposite có thể chống chịu tải trọng 

động cao cũng như thời tiết khắc nghiệt. Với độ bền và độ cứng cao, các vỏ này giúp 

tăng độ bền và khả năng chống chịu trước các tác động bên ngoài của công trình. Khả 

năng chống ăn mòn của vật liệu nanocomposite cũng làm giảm chi phí sửa chữa và 

bảo trì trong thời gian dài. 

b) Ứng dụng trong các công trình cụ thể 

Với nhà cao tầng, việc sử dụng tấm và vỏ nanocomposite giúp giảm trọng 

lượng tổng thể và tăng cường độ bền của công trình. 

 

 

Hình 1.2. Khả năng ứng dụng tấm vỏ composite tiên tiến vào kết cấu công trình 

[31, 74, 103, 163] 

 Trong các công trình giao thông, các vỏ nanocomposite làm tăng khả năng 

chịu tải và độ bền của công trình. Trọng lượng nhẹ của nanocomposite cũng làm giảm 

chi phí vận chuyển và lắp đặt, giúp tiết kiệm chi phí xây dựng. Các tấm và vỏ 

nanocomposite có thể được sử dụng trong xây dựng các công trình công nghiệp và 

hạ tầng như nhà kho, nhà máy và các cơ sở hạ tầng khác. Trong công trình biển, kết 

cấu dạng tấm / vỏ nanocomposite có thể dùng trong các dầm chịu lực và kết cấu chính 

của giàn khoan dầu và khí. Các ống dẫn và hệ thống vận chuyển dầu khí làm bằng 
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nanocomposite có thể chống ăn mòn và chịu áp lực cao, làm giảm thiểu rủi ro rò rỉ 

và hỏng hóc. Các kết cấu dạng tấm / vỏ nanocomposite có thể được sử dụng để xây 

dựng các bến cảng và cầu tàu.  Các công trình ven biển sử dụng tấm chắn sóng và kè 

biển làm bằng nanocomposite có thể chịu được sức ép từ sóng biển và gió bão, giúp 

giảm sự ảnh hưởng của xâm thực và hư hại nhờ đó làm tăng tuổi thọ cho các công 

trình và giảm chi phí bảo trì. 

Hiện tại, các loại nanocomposite nói chung cũng có những nhược điểm lớn, 

trong đó dễ thấy rằng với công nghệ chế tạo phức tạp dẫn tới chi phí sản xuất cao, 

làm cho việc ứng dụng chúng một cách đại trà trong kết cấu công trình xây dựng trở 

nên khó khăn. Tuy vậy nanocomposite vẫn là lựa chọn tốt cho một số cấu kiện công 

trình nhất định. Trong trường hợp đòi hỏi độ bền cũng như khả năng chịu tải đặc biệt 

lớn. Sau này, khi giảm được chi phí sản xuất, nanocomposite có tiềm năng trở thành 

ứng viên hoàn hảo để thay cho vật liệu truyền thống trong hầu hết các cấu kiện công 

trình, từ đó thúc đẩy việc sử dụng hiệu quả các nguồn tài nguyên và thân thiện với 

môi trường. 

1.4. Những kết quả nghiên cứu đã thực hiện trong và ngoài nước 

Dựa trên các kết quả thu được về tấm và vỏ Nanocomposite trong thời gian qua, 

có thể thấy kết quả mà các nhà nghiên cứu ở Việt nam và trên thế giới đã thực hiện 

bao gồm: 

1- Các bài toán ổn định tuyến tính và phi tuyến tĩnh các kết cấu tấm và vỏ 

FG-CNTRC, FG-GRC và FG-GPLRC chịu tải trọng cơ-nhiệt hoặc cơ, nhiệt, có hoặc 

không có nền đàn hồi đã được nghiên cứu và thảo luận tương đối toàn diện dựa trên 

các lý thuyết tấm vỏ khác nhau, theo các phương pháp giải khác nhau, . 

2- Các bài toán dao động tuyến tính và phi tuyến và ổn định động của kết 

cấu FG-CNTRC, FG-GRC và FG-GPLRC chịu các điều kiện tải trọng khác nhau, 

theo các phương pháp khác nhau, có và không có nền đàn hồi, cũng đã được phân 

tích tương đối chi tiết.  

3- Dù đã phân tích khá toàn diện về các bài toán của các kết cấu FGM có gân 

tăng cứng trong các trường hợp khác nhau, tuy vậy tấm vỏ FG-CNTRC, FG-GRC và 

FG-GPLRC có gân tăng cứng vẫn chưa được quan tâm nhiều. Đặc biệt là các loại gân 

như gân mạng nhện (với tấm tròn và vỏ cầu), gân xoắn ốc với vỏ trụ vẫn còn chưa 
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được tập trung phân tích. Các panel với độ cong phức tạp như panel hình sin hay 

parabol nanocomposite có gân tăng cứng cũng chưa được nghiên cứu. 

1.5. Kết luận chương 1 và những vấn đề cần tiếp tục nghiên cứu 

Chương 1 của luận án đã trình bày tổng quan và phân tích về các loại vật liệu 

nanocomposite, tiềm năng ứng dụng của chúng trong kết cấu công trình, các kết quả 

thu được từ các nhà khoa học trên thế giới và Việt Nam. Từ tổng quan những vấn đề 

đã thảo luận ở trên, có thể thấy một số bài toán cần tiếp tục nghiên cứu, như sau: 

1- Thiết lập các kỹ thuật san tác dụng gân cải tiến cho gân FG-GPLRC với các 

thiết kế dạng mạng nhện (đối với tấm tròn và vỏ cầu thoải FG-GPLRC) và gân xoắn 

ốc với vỏ trụ FG-GPLRC. 

2- Nghiên cứu về ổn định và động lực phi tuyến của kết cấu tấm tròn và vỏ cầu 

thoải FG-GPLRC có gân tăng cứng FG-GPLRC dạng mạng nhện chịu tải cơ và nhiệt. 

Trong đó áp dụng lý thuyết vỏ Donnell [8], và phương pháp năng lượng giải cũng 

như khảo sát các ảnh hưởng của gân mạng nhện và các thông số hình học vật liệu tới 

ứng xử ổn định và động lực của kết cấu. Phương pháp Runge-Kutta bậc bốn [4] được 

áp dụng để nhận được đáp ứng động lực phi tuyến của vỏ. Cuối cùng, các tiêu chuẩn 

ổn định tĩnh phi tuyến [1, 6] và tiêu chuẩn ổn định động phi tuyến Budiansky-Roth 

[2, 4] được áp dụng để nhận được tải tới hạn động phi tuyến. 

3- Nghiên cứu về ổn định và động lực phi tuyến của panel trụ, parabol và hình 

sin FG-CNTRC và FG-GRC có gân tăng cứng FG-CNTRC và FG-GRC tương ứng 

chịu các dạng tải trọng khác nhau trong môi trường nhiệt. Trong đó, HSDT và phương 

pháp năng lượng được sử dụng để nhận được phương trình chuyển động, và được giải 

bằng phương pháp Runge-Kutta bậc bốn để nhận được đáp ứng động lực phi tuyến 

của vỏ.  

4- Nghiên cứu về ổn định và sau mất ổn định phi tuyến tĩnh của kết cấu vỏ trụ 

FG-GPLRC và FG-GPLRC rỗng có gân tăng cứng trực giao và xoắn ốc. Kỹ thuật san 

tác dụng gân cải tiến cho gân xoắn ốc FG-GPLRC, lý thuyết vỏ Donnell và phương 

pháp năng lượng Ritz được sử dụng để phân tích ứng xử ổn định phi tuyến của kết 

cấu. 
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CHƯƠNG 2. ỔN ĐỊNH VÀ ĐỘNG LỰC PHI TUYẾN 
CỦA TẤM TRÒN VÀ CHỎM CẦU THOẢI FG-GPLRC 

TĂNG CỨNG BỞI HỆ GÂN MẠNG NHỆN 
 

 Trong xây dựng công trình, nhờ tính độc đáo về kiến trúc và thẩm mĩ mà các kết 

cấu vòm thoải được sử dụng phổ biến. Chỏm cầu thoải là loại kết cấu thông dụng nhất 

nhờ quy trình tính toán, thiết kế và chế tạo tương đối đơn giản; khi cho bán kính chỏm 

tăng đến vô cùng, có thể nhận được kết cấu tấm tròn. Tấm tròn và chỏm cầu thoải thường 

được dùng để làm cấu kiện của các kết cấu công trình, đồng thời đã có nhiều nghiên cứu 

về ứng xử tĩnh và động của chúng khi sử dụng các loại vật liệu khác nhau. 

 Tăng cứng tấm và vỏ bằng gân tăng cứng là một phương pháp phổ biến trong kỹ 

thuật. Tuy nhiên, đa số các công trình trước đây chỉ chú trọng nghiên cứu các kết cấu 

được tăng cứng bằng gân đồng nhất và đẳng hướng. Việc phân tích cơ học các kết cấu 

được tăng cứng bằng gân dị hướng gặp nhiều khó khăn, đặc biệt khi kết cấu gân phức 

tạp. Cụ thể, tấm tròn và chỏm cầu thoải được gia cố bằng hệ gân mạng nhện, bao gồm 

các gân kinh tuyến (hướng tâm) và gân vĩ tuyến (gân vòng). Do khoảng cách giữa các 

gân kinh tuyến không cố định, việc tính toán giải tích trở nên phức tạp. Đây là thách 

thức lớn trong việc phân tích ứng xử cơ học của loại kết cấu này. 

Lần đầu tiên, một thuật toán giải tích để phân tích ứng xử sau mất ổn định của tấm 

tròn và chỏm cầu thoải có gân mạng nhện được đề xuất. Thuật toán này mở rộng kỹ 

thuật san đều tác dụng gân của Lekhnitskii và sử dụng phương pháp năng lượng. Chương 

này sẽ tập trung nghiên cứu một số điểm chính như thiết kế quy luật phân bố GPL trong 

gân và tấm tròn/chỏm cầu, thiết kế không gian của gân mạng nhện, khảo sát ảnh hưởng 

của gân, tính chất vật liệu, nền đàn hồi phi tuyến và các thông số hình học đến ứng xử 

ổn định và động lực phi tuyến của kết cấu chỏm cầu thoải, tấm tròn có gân tăng cứng 

mạng nhện. 

 Các kết quả thu được sẽ góp phần làm sáng tỏ các vấn đề khoa học cũng như có 

giá trị thực tiễn cao đối với lĩnh vực thiết kế các kết cấu hiện đại, đặc biệt khi sử dụng 

vật liệu tiên tiến như FG-GPLRC. 

Nội dung chính của chương này đã được công bố trên 03 bài báo trên tạp chí quốc 

tế ISI (SCIE) (Bài báo số 1, số 8, và số 9, trong danh mục các công trình đã công bố của 
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tác giả liên quan đến luận án), và 02 bài báo đã được gửi đăng trên các tạp chí quốc tế 

ISI (SCIE).  

2.1. Mô hình kết cấu và vật liệu 

2.1.1. Mô hình kết cấu 

Chỏm cầu thoải có độ dày h , bán kính cR  và bán kính đáy oua  đặt trên nền đàn 

hồi phi tuyến được mô tả như trong Hình 2.1. Chỏm cầu được tăng cứng bởi các gân 

phân bố đều theo hướng vĩ tuyến (hướng vòng) hoặc các gân phân bố đều hướng kinh 

tuyến (hướng tâm), hoặc gân mạng nhện (là sự kết hợp của các gân kinh tuyến và các 

gân vĩ tuyến).  

  

 

Hình 2.1. Hệ trục toạ độ và mô hình chỏm cầu thoải và tấm tròn được tăng cứng bởi 

gân mạng nhện hai vùng 
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Để giảm thiểu sự khác biệt về độ cứng của chỏm cầu quá lớn giữa các vùng khác 

nhau, các gân kinh tuyến bổ sung được thêm vào các vùng gần biên. Ngoài ra, các gân 

kinh tuyến được hợp nhất với nhau gần đỉnh của chỏm cầu. Ba vùng khác nhau được 

hình thành bao gồm vùng hợp nhất và hai vùng gân là vùng giữa và gần biên (Hình 2.2) 

Chỏm cầu thoải được coi là chịu biến dạng đối xứng trục và được xem xét trong 

hệ tọa độ  , ,z  có gốc tọa độ ở bề mặt giữa của vỏ và ,  , và z lần lượt được đặt 

theo các phương kinh tuyến, vĩ tuyến và theo phương bề dày của vỏ. Đối với trường hợp 

kết cấu chỏm cầu thoải, để thuận tiện tính toán, biến  sincr R  được đưa vào. Từ đó, 

các xấp xỉ 1cos   và  cR d dr  được sử dụng. 

 

 

Hình 2.2. Hệ trục toạ độ và mô hình chỏm cầu thoải và tấm tròn được tăng cứng bởi 

gân mạng nhện ba vùng 

Vì tấm tròn là một kết cấu đặc biệt của chỏm cầu thoải nên các liên hệ và các 

phương trình cơ bản dưới đây sẽ được thiết lập chung cho chỏm cầu thoải. Các công 

thức và phương trình cơ bản của tấm tròn nhận được bằng cách cho cR . 
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2.1.2. Mô hình vật liệu 

2.1.2.1. Chỏm cầu và tấm tròn FG-GPLRC tăng cứng bởi hệ gân mạng nhện FG-

GPLRC và có lớp áp điện 

Các loại phân bố GPL đều hoặc biến đổi tuyến tính (Hình 2.3) theo bề dày của 

chỏm  2 2vh h z h     có thể được sử dụng cho các tỷ phần thể tích GPL, như sau: 

   

   
   
   

UD-GPLRC,

4 2 X-GPLRC,

2 4 2 O-GPLRC,

2 V-GPLRC,

2 2 A-GPLRC,



              

     

      

G

v v G

sh
G v v G

v G

v v G

z h h h

z h h h

z h h h

h h z h h

              (2.1) 

và đối với gân  2 2 sth z h h   : 

 
 

 
 

UD-GPLRC,

4 2 2 X-GPLRC,

2 2 4 2 O-GPLRC,

2 2 V-GPLRC,

2 A-GPLRC,



             

     

    

G

st G

st
G st G

st G

st G

z h h

h z h

z h h

h z h

              (2.2) 

trong đó tỷ phần khối lượng trung bình của GPL cho chỏm cầu hoặc gân được xác định 

bởi G . 

Xấp xỉ Halpin-Tsai được sử dụng cho các ước tính mô đun đàn hồi hiệu dụng của 

chỏm cầu được viết trong phương trình (1.8) và tương tự với gân như sau [26, 51]: 

   1 1 2 2

1 2

3 1 5 11

8 1 1
,

st st
G m G m

st st st
G G

m n V E m n V E
E

n V n V

  
      

   (2.3) 

Tỷ phần thể tích của GPL trong chỏm cầu được viết trong phương trình (1.10) và 

tương tự với gân như sau [26, 51]: 

,
st

st m G
G st st

m G G G G

V
 


    

         (2.4) 

Theo quy tắc hỗn hợp, hệ số Poisson, mật độ và hệ số giãn nở nhiệt của chỏm cầu 

được xác định trong phương trình (1.12) và gân tăng cứng được biểu diễn bởi [26, 51]: 
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     1 1 1                , , .st st st st st st
st G G m G st G G m G st G G m GV V V V V V  (2.5) 

Trong luận án này, các lớp áp điện làm từ PZT-5A , với 102 54 10.vd
  m/V, 

63vE  GPa, 0 3.v  , 7600v  kg/m3, 60 9 10.v
   /K [123]. 

 

Hình 2.3. Các loại phân bố GPL của chỏm cầu và gân 

Các độ cứng rút gọn được tính toán cho của chỏm cầu: 

11 22 122 21 1
, ,sh sh shsh sh sh

sh sh

E E
Q Q Q


  

   
       (2.6) 

và cho lớp áp điện: 

11 22 122 21 1
, .v v vv v v

v v

E E
Q Q Q


  

   
     (2.7) 

2.1.2.2. Chỏm cầu và tấm tròn FG-GPLRC lõi rỗng có gân mạng nhện FG-GPLRC 

Với mô hình này, vật liệu composite gia cường GPL được chọn làm vật liệu cho 

lớp vỏ và gân tăng cứng. Lớp mặt FG-GPLRC, lõi rỗng và gân FG-GPLRC được thiết 

kế thành năm mô hình U/PC/U-U, X/PC/X-X, A/PC/V-A, V/PC/A-V và O/PC/O-O, 

như trình bày trong Hình 2.4. 

Năm quy luật phân bố khối lượng GPL của lớp mặt và gân tăng cứng mạng nhện 

được thiết kế như sau: 

+) Lớp mặt trên  2 2cch z h    : 
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   
   

   
   

UD-GPLRC,

2 2 8 X-GPLRC,

2 2 2 8 O-GPLRC,

2 4 V-GPLRC,

2 4 A-GPLRC,



                

    

     

G

cc cc G

T
G cc cc G

cc cc G

cc G

h h z h h

h h z h h

h z h h

h z h h

     (2.8) 

+) Lớp mặt dưới  2 2cch z h  : 

   
   

   
   

UD-GPLRC,

2 8 2 X-GPLRC,

2 2 8 2 O-GPLRC,

4 2 V-GPLRC,

2 4 A-GPLRC,



              

    

    

G

cc cc G

B
G cc cc G

cc G

cc cc G

h z h h h

h z h h h

z h h h

h z h h

      (2.9) 

và cho gân tăng cứng  2 2   sth z h h : 

 
 

 
 

UD-GPLRC,

2 4 2 X-GPLRC,

2 4 2 2 O-GPLRC,

2 2 V-GPLRC,

2 A-GPLRC,



           

    

   

G

st G

st
G st G

st G

st G

h z h

z h h

h z h

z h h

       (2.10) 

Tỷ phần thể tích GPL của gân được xác định trong phương trình (2.4), và của các 

lớp mặt trên và dưới của chỏm cầu được tính bằng [26, 51]: 

 1

 

   

,
T

T m G
G T T

G G m G

V           (2.11) 

 1

 

   

,
B

B m G
G B B

G G m G

V           (2.12) 

Mô đun Young của gân được xác định trong phương trình (2.3) và các lớp mặt 

được xác định tương tự theo mô hình Halpin-Tsai cải tiến như sau [26, 51]: 

   1 1 2 2

1 2

3 1 5 11

8 1 1

        

,

T T
G m G m

T T T
G G

m n V E m n V E
E

n V n V
  (2.13) 
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   1 1 2 2

1 2

3 1 5 11

8 1 1

        

,

B B
G m G m

B B B
G G

m n V E m n V E
E

n V n V
  (2.14) 

 

Hình 2.4. Thiết kế quy luật phân bố của các lớp mặt và gân tăng cứng  

Hệ số Poisson , hệ số giãn nở nhiệt   và mật độ  của gân tăng cứng được ước lượng 

trong phương trình (2.5), và của hai lớp mặt GPLRC có thể ước lượng như sau [26, 51]: 

   
   
   

1 1

1 1

1 1

, ,

, ,

, .

T T B B
T G G G m B G G G m

T T B B
T G G G m B G G G m

T T B B
T G G G m B G G G m

V V V V

V V V V

V V V V

           

           

           

    (2.15) 

Với mô hình vật liệu này, vật liệu của lõi rỗng được chọn giống nền đẳng hướng 

của FG-GPLRC. Mô đun Young hiệu dụng, hệ số giãn nở nhiệt, hệ số Poisson và mật 

độ được ước tính bằng 
2 2

    
 

cc cch h
z : 

  
   

1

1 1 1

cos

cos ,

,

C cc c m

C c cc m

C m C m

E z h e E

e z h

     
          
     



       (2.16) 

trong đó ce  là hệ số rỗng ( 0 1ce  ).  
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Các thành phần độ cứng rút gọn cho các lớp vỏ như sau: 

11 22 11 22 11 222 2 2

12 12 122 2 2

1 1 1

1 1 1

, , ,

, , ,

T T B B C CCT B

T B C

T B C C CT T B B

T B C

EE E
Q Q Q Q Q Q

EE E
Q Q Q

     
  

 
  

  

      (2.17) 

2.2. Các phương trình cơ bản và phương pháp giải 

2.2.1. Các công thức và phương trình cơ bản 

Do với chỏm cầu thoải và tấm tròn thì mode đối xứng trục chiếm ưu thế, nên luận 

án này chỉ xem xét mode đối xứng trục của biến dạng. Chuyển vị theo phương vĩ tuyến 

được giả thiết bằng không  ˆ ,v r z =0. Các chuyển vị theo phương bề dày của chỏm cầu 

được định nghĩa bởi [8]: 

         *ˆ ˆ, ,, ,w w w u ur z r zr r r               (2.18) 

trong đó  *w r  và  u r  lần lượt là độ không hoàn hảo và chuyển vị theo phương kinh tuyến.  

 Biến dạng có tọa độ theo phương bề dày z  được biểu diễn bởi [13]: 

1
 

              

,

,

,
r rr

r

r

zw

zw
r

                   (2.19) 

trong đó các mối liên hệ phi tuyến về biến dạng và chuyển vị tại mặt giữa của chỏm cầu 

được viết như sau [13]: 

21

2



              
  

*
, , , ,

.
r r r r

cr

c

w
w w w u

R

u w
r R

   (2.20) 

 Định luật Hooke có xét đến các thành phần cơ nhiệt và điện được áp dụng cho 

chỏm cầu, như sau: 

   
   

11 12 11 12

12 22 12 22

,

,

r r e v v

r e v v

Q Q Q Q z T V d h

Q Q Q Q z T V d h



 

           
           

       (2.21) 

trong đó T  là tải trọng nhiệt phân bố đều hoặc là môi trường nhiệt trong trường hợp 

tải trọng cơ học, eV  là điện áp của lớp áp điện. 

Kỹ thuật san tác dụng gân cổ điển của Lekhnitskii [4] dựa trên lý thuyết dầm cổ 

điển cho vật liệu đồng nhất và đẳng hướng, thuần nhất độ cứng của gân thành độ cứng 
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của vỏ, đơn giản hóa vỏ có gân thành vỏ dị hướng không gân tương đương. Kỹ thuật 

này giả định khoảng cách không đổi giữa các gân, điều này hạn chế ứng dụng của nó 

đối với chỏm cầu có gân theo phương kinh tuyến. Trong luận án này, kỹ thuật san tác 

dụng gân được phát triển cho gân mạng nhện ba vùng, với khoảng cách giữa các gân 

theo kinh tuyến là hàm của tọa độ khác nhau đối với ba vùng bao gồm vùng hợp nhất và 

hai vùng gân là vùng giữa và gần biên. Các biểu thức lực giãn và mô men được suy ra 

bằng cách tích phân phương trình (2.21) và kết hợp kỹ thuật san tác dụng cải tiến với 

chỏm cầu có gân mạng nhện, nhận được như sau: 

11 11 12 12 1 1

11 11 12 12 2 2

12 12 22 22 1 1

12 12 22 22 2 2

,
,

,
,

,
,

,
,

,

,

,

,

r v T
r r rr e r r

r v T
r r rr e r r

r v T
r rr e

r v T
r rr e

w
N J w F J F V T

r
w

M F w P F P V T
r
w

N J w F J F V T
r
w

M F w P F P V T
r





   

   

          

          

         

         

        (2.22) 

trong đó đối với vùng hợp nhất  0, inr a : 

       
2 22

2 2 2
11 11 11 11 11 11

2 2 2

1 1 1, , , , , , , , ,
v st

v

h h h hh
in in in v sh st

h h h h

P F J z z Q dz z z Q dz z z Q dz

 

 

      

       
2 22

2 2 2
22 22 22 22 22 22

2 2 2

1 1 1, , , , , , , , ,
v st

v

h h h hh
in in in v sh st

h h h h

P F J z z Q dz z z Q dz z z Q dz

 

 

       

     
2 2

2 2
12 12 12 12 12

2 2

1 1, , , , , , ,
v

v

h h h
in in in v sh

h h h

P F J z z Q dz z z Q dz



 

    

     
2 2 2

1 12 11 12 11 12 11

2 2 2

st v

v

h h h h h
Tin st st v v sh sh
r st v sh

h h h h

Q Q dz Q Q dz Q Q dz

 

 

             

     
2 2 2

2 12 11 12 11 12 11

2 2 2

st v

v

h h h h h
Tin st st v v sh sh
r st v sh

h h h h

Q Q zdz Q Q zdz Q Q zdz

 

 

             

   
2 2

1 12 11 1 2 12 11 2

2 2

, .
v vh h h h

vin v v vin vin v v vinv v
r r

v vh h

d d
Q Q dz Q Q zdz

h h

 

 
 

            
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1 1 2 2, ,Tin Tin Tin Tin
r r        

với vùng giữa  ,in mir a a : 

 

     

11 11 11

2 2 2
2 2 21

11 11 11
12 2 2

1 1 1

, ,

, , , , , , ,
st v

v

mi mi mi

h h h h h
st v shm

mh h h h

P F J

b
z z Q dz z z Q dz z z Q dz
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và với vùng gần biên  ,mi our a a : 

   22 22 22 22 22 22, , , , ,ou ou ou mi mi miP F J P F J     12 12 12 12 12 12, , , , ,ou ou ou mi mi miP F J P F J  

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2, , , .Tmi Tou vou vin vou Tmi Tou vou vin vou
r r r r                      



36 
 

 

     

11 11 11

2 2 2
2 2 21

11 11 11
12 2 2

2 1 1 1

, ,

, , , , , , ,
st v

v

ou ou ou

h h h h h
st v shm

mh h h h

P F J

b
z z Q dz z z Q dz z z Q dz

d

 

 



   
 

     
1
2 2 2

1
12 11 12 11 12 11

12 2 2

2 ,
st v

v

Tou
r

h h h h h
st st v v sh shm

st v sh
mh h h h

b
Q Q dz Q Q dz Q Q dz

d

 

 

 

         
 

     
2

2 2 2
1

12 11 12 11 12 11
12 2 2

2 .
st v

v

Tou
r

h h h h h
st st v v sh shm

st v sh
mh h h h

b
Q Q zdz Q Q zdz Q Q zdz

d

 

 

 

         
 

Các biểu thức trên được thiết lập tổng quát cho gân mạng nhện ba vùng, trường 

hợp gân mạng nhện hai vùng, các biểu thức nhận được bằng cách cho các thành phần 

độ cứng và nội lực nhiệt của vùng gần biên bằng không, đồng thời kéo dài miền tích 

phân của vùng giữa thành   ,in our a a . 

Năng lượng biến dạng với các thành phần cơ nhiệt điện, công thực hiện bởi áp lực 

ngoài, tương tác nền, và động năng được trình bày như sau: 
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 (2.23) 
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ext r rr l l

w K
q wrdr w w w K wK rdr

r

              
     

    (2.24) 
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trong đó 1lK (N/m3) và 2lK (N/m) là độ cứng nền đàn hồi Winkler và Pasternak tương 

ứng, và 3nK (N/m5) là độ cứng phi tuyến của nền đàn hồi, có thể mang giá trị âm hoặc 

dương tương ứng với nền hóa mềm và nền hóa cứng. 

Hàm Lagrange nhận được từ các phương trình (2.23), (2.24), và (2.25), như sau: 

int.T ext            (2.26) 

2.2.2. Dạng nghiệm đa thức và giải bài toán 

Điều kiện biên ngàm được áp dụng cho chỏm cầu ở cạnh, như sau: 

 
0 0 0

0 0 0

  

   
,

,

: , ,

: , , ,

r

ou r

r u w

r a w w u
       (2.27) 

Theo điều kiện biên (2.27), các nghiệm đa thức được chọn như sau [13]: 

   2 2
2 2 2 2 2

2 2 2
*, , ,ou ou ou

ou ou ou

a r a r r a r
w W w h u U

a a a

            
      

  (2.28) 

trong đó  là cỡ của độ không hoàn hảo. 

 Thế năng cản của hệ được xác định như sau: 

        2

0

,

oua

tD w rdr                                                                                     (2.29) 

trong đó   là hệ số cản của cơ hệ. 

Các phương trình Euler–Lagrange nhận được bằng cách kết hợp với hàm tiêu tán 

Rayleigh, như sau: 

0 0
. . .

, ,
d D d
dt W dt U

W W U

              
    
     

   (2.30) 

dẫn tới: 

 12 11 14 15 132 0,eWI I I hIU IT V W W          (2.31) 
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   
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  (2.32) 

trong đó ijI  được trình bày trong phụ lục. 
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Bằng cách giải phương trình (2.31), thu được biểu thức biên độ U , sau đó, thế biểu 

thức nhận được vào phương trình (2.32), dẫn tới: 
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  (2.33) 

 Phương pháp Runge-Kutta được áp dụng để giải phương trình vi phân bậc hai 

theo thời gian (2.33) và thu được các đường cong thời gian-biên độ. Trong chương này, 

các hàm tuyến tính theo thời gian q t   và T t   được chọn cho áp lực ngoài và tải 

nhiệt, trong đó   (Pa/s) và  (K/s) được định nghĩa là tốc độ đặt tải của tải cơ và nhiệt 

động tương ứng. Tiêu chuẩn ổn định động phi tuyến Budiansky-Roth [2, 4] có thể được 

áp dụng để xác định tải tới hạn động phi tuyến của kết cấu. 

Bằng cách bỏ qua các thành phần quán tính và cản, phương trình (2.33) trở thành 

phương trình cân bằng tĩnh và đường cong sau mất ổn định tĩnh cơ của chỏm cầu có thể 

thu được như sau: 
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  (2.34) 

Tương tự như vậy, bằng cách bỏ qua các thành phần quán tính và thành phần cản 

trong phương trình (2.33), đường cong sau mất ổn định tĩnh nhiệt có thể được xác định 

như sau: 
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Đối với tấm tròn, hoàn hảo, và không gân, bằng cách bỏ qua các thành phần quán 

tính, cản, không hoàn hảo và phi tuyến trong biểu thức (2.35), tải nhiệt mất ổn định tĩnh 

của tấm tròn và vỏ cầu thoải nhận được theo tiêu chuẩn ổn định tĩnh [1, 6] bằng cách 

cho 0W . 

Bằng cách bỏ qua các thành phần phi tuyến, tải cưỡng bức và độ không hoàn hảo 

trong biểu thức (2.33), biểu thức tần số dao động tự do tuyến tính của chỏm cầu và tấm 

tròn có gân được thu được như sau: 
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Với bài toán dao động, từ biểu thức (2.33), tải trọng cưỡng bức được chọn dưới 

dạng điều hòa sinq Q t   cho trường hợp dao động cưỡng bức. Biên độ dao động cũng 

được giả thiết dưới dạng điều hòa    sinW t . Sau đó, phương pháp cân bằng điều 

hòa được sử dụng [4], dẫn đến: 
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trong đó tần số dao động không thứ nguyên được định nghĩa là    và: 
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Bằng cách sử dụng quy trình tính toán đơn giản cho biểu thức (2.37), đường cong 

tần số-biên độ   được xác định bằng: 
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(2.38) 

2.3. Kết quả số và thảo luận 

2.3.1. Kết quả so sánh 

Để xác thực độ tin cậy của các công thức thu được, luận án thực hiện so sánh với 

nghiên cứu của Vũ Thành Long và Hoàng Văn Tùng [79] trong trường hợp tải nhiệt tới 

hạn của tấm tròn FGM không có gân tăng cứng như trong Bảng 2.1. Trong đó, mE  là 

mô đun đàn hồi của kim loại, N  là chỉ số tỷ phần thể tích và các phương trình chủ đạo 

trong nghiên cứu [79] được thiết lập dựa trên phương pháp Galerkin và lý thuyết vỏ 

Donnell. Dễ dàng nhận thấy rằng đối với tấm tròn không gia cường, tải mất ổn định tới 

hạn nhận được phù hợp rất tốt với kết quả của Vũ Thành Long và Hoàng Văn Tùng [79]. 

Bảng 2.1. So sánh tải nhiệt tới hạn crT (K) của tấm tròn FGM không có gân tăng cứng 

( 50/oua h , 
3

1 1 4
,m

l l
ou

h E
K k

a
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2 2 2
m

l l
ou

h E
K k

a
 ) 

 1 2,l lk k   N =5 N =1 N = 0.5 N =0 

(5,1) 
Long và Tùng [79] 85.27 71.67 66.86 59.42 

Luận án 85.29 71.69 66.87 59.42 

(5,0) 
Long và Tùng [79] 62.63 51.64 47.66 40.89 

Luận án 62.64 51.66 47.68 40.89 

(0,0) 
Long và Tùng [79] 45.65 36.61 33.27 26.98 

Luận án 45.66 36.64 33.29 26.98 

So sánh thứ hai về ứng xử sau mất ổn định của chỏm cầu thoải S-FGM không có 

gân tăng cứng được biểu diễn trên Hình 2.5. Đường cong sau mất ổn định của nghiên 

cứu này được so với đường cong sau mất ổn định của các tác giả Vũ Thị Thùy Anh và 

Nguyễn Đình Đức [9]. Trong nghiên cứu [9], chỏm cầu được làm bằng vật liệu FGM 

với quy luật phân bố lũy thừa Sigmoid (S-FGM); chỉ số tỷ phần thể tích N  được chọn 

là 1. Các phương trình cơ bản trong công trình nghiên cứu nói trên dựa vào FSDT và 

phương pháp Galerkin để thiết lập. Từ kết quả thu được trong Hình 2.5, có thể thấy các 

đường cong sau mất ổn định thu được dựa trên nghiên cứu của luận án phù hợp tốt với 

đường cong sau mất ổn định thu được bởi Vũ Thị Thùy Anh và Nguyễn Đình Đức [9].  
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Hình 2.5. So sánh đường cong sau mất ổn định của chỏm cầu thoải S-FGM không có 

gân tăng cứng 

Bảng 2.2. So sánh hệ số tần số dao động tự do tuyến tính không thứ nguyên 

2
m

ou ou m

Eh
a a

 
      

 của chỏm cầu đẳng hướng ( 1 5H h  , 2
1 2 ou cH a R ). 

   

Bucco và Mazumdar [22] 13.266 

Haboussi và các cộng sự [53] 13.37 

Kalnins và Naghdi [65] 13.14 

Luận án 13.80 

So sánh các hệ số tần số dao động tự do tuyến tính không thứ nguyên được trình 

bày trong Bảng 2.2. Có thể nhận thấy rằng, hệ số tần số dao động tự do tuyến tính thu 

được của luận án cho thấy sự phù hợp tốt với các công trình trước đây của Bucco và 

Mazumdar [22], Habaoussi và các cộng sự [53], và Kalnins và Naghdi [65].  

2.3.2. Bài toán 1: Ổn định cơ nhiệt phi tuyến tĩnh của chỏm cầu và tấm tròn FG-

GPLRC có gân mạng nhện 2 vùng 

Trong phần này, các tính chất vật liệu của FG-GPLRC và vật liệu nền được chọn 

như trong nghiên cứu của Wang và các cộng sự. [160]. Tấm tròn và chỏm cầu thoải 

được đặt trên nền đàn hồi phi tuyến và không có lớp áp điện. Các thông số hình học, vật 

liệu của kết cấu được trình bày chi tiết  trong các khảo sát dưới đây. Có thể tham khảo 

các tiêu chuẩn ổn định tĩnh phi tuyến và ứng xử sau mất ổn định phi tuyến được trình 

bày chi tiết trong các luận án tiến sĩ của Cao Văn Đoàn [1] và Nguyễn Văn Tiến [6]. 
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Hình 2.6a, b, c và d khảo sát ảnh hưởng của gân tăng cứng và loại gân tăng cứng 

lên ứng xử sau mất ổn định của các chỏm cầu thoải và các tấm tròn FG-GPLRC dưới 

tác dụng của tải áp lực ngoài (Hình 2.6a, b) hoặc tải nhiệt (Hình 2.6c, d). Bốn trường 

hợp cụ thể được xem xét lần lượt là: chỏm cầu/tấm tròn không có gân tăng cứng (1); 

chỏm cầu/tấm tròn được gia cường bởi 20 gân tăng cứng theo hướng vĩ tuyến (hướng 

vòng) (2); chỏm cầu/tấm tròn được gia cường bởi 20 gân tăng cứng kinh tuyến (hướng 

tâm) (3); và chỏm cầu/tấm tròn được gia cường bằng 20 gân vĩ tuyến và 20 gân kinh 

tuyến (gân mạng nhện) (4). 

 

(a)          (b) 

 

   (c)          (d) 

Hình 2.6. Ảnh hưởng của gân tăng cứng và loại gân tăng cứng lên ứng xử sau mất ổn 

định của chỏm cầu thoải/tấm tròn FG-GPLRC 

Trong Hình 2.7a, b và các Hình 2.8-2.10, với trường hợp chỏm cầu/tấm tròn có 

gân mạng nhện, các kết quả bằng số được nghiên cứu đối với chỏm cầu thoải được tăng 

cứng bằng 20 gân vĩ tuyến và 20 gân kinh tuyến. Dễ dàng quan sát thấy ảnh hưởng tích 

cực của các gân tăng cứng lên ứng xử sau mất ổn định của chỏm cầu/tấm tròn (Hình 

2.6a, b, c, d). Các gân tăng cứng làm tăng đáng kể khả năng chịu tải cơ và nhiệt của tấm 

tròn/chỏm cầu. Trong đó, khả năng chịu tải của các kết cấu được tăng cứng bằng hệ gân 
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tăng cứng mạng nhện là tốt nhất (Hình 2.6a, b, c, d). Xu hướng tương tự cũng nhận được 

đối với ứng xử sau mất ổn định của tấm tròn. Một số hiệu ứng đặc biệt được quan sát 

thấy trong Hình 2.6d với các đường cong sau mất ổn định của tấm tròn có gân tăng cứng 

chịu tải trọng nhiệt như: hiện tượng mất ổn định rẽ nhánh chỉ được quan sát đối với tấm 

tròn hoàn hảo không có gân tăng cứng, chỉ chịu tác dụng của nhiệt độ; ngược lại, điều 

này không xảy ra đối với các tấm tròn có gân tăng cứng. Có thể giải thích rằng, khi tấm 

được gia cường bởi gân vĩ tuyến hoặc bởi gân kinh tuyến, trạng thái màng không tồn tại 

và độ võng xuất hiện ngay khi tấm bắt đầu chịu tải trọng tác dụng. Hơn nữa, đối với tấm 

tròn có hoặc không có gân tăng cứng, miền biến dạng của tấm có thể quan sát thấy trong 

miền biến dạng dương. Ngược lại, đối với chỏm cầu thoải, miền biến dạng của vỏ chỉ 

quan sát được ở miền biến dạng âm. 

 

(a)          (b) 

 

(c)         (d) 

Hình 2.7. Ảnh hưởng của nhiệt độ và số lượng gân tăng cứng lên các đường cong sau 

mất ổn định cơ học của chỏm cầu thoải/tấm tròn FG-GPLRC 

Ảnh hưởng đáng kể của nhiệt độ lên các đường cong sau mất ổn định cơ học của 

chỏm cầu thoải và tấm tròn FG-GPLRC được thể hiện trong Hình 2.7a,b. Có thể thấy, 

đối với chỏm cầu thoải có hay không có gân tăng cứng, khi chịu tác dụng của áp lực 
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ngoài và nhiệt, hiện tượng snap-through tăng khi nhiệt độ tăng (Hình 2.7a). Tuy nhiên, 

đối với chỏm cầu có gân tăng cứng, hiện tượng snap-through xảy ra nhẹ hơn, đồng thời 

khi nhiệt độ tăng, cường độ snap-through cũng ko tăng mạnh như đối với trường hợp vỏ 

không gân. Điều này cho thấy việc tăng cứng cho chỏm cầu bằng gân mạng nhện giúp 

vỏ tăng khả năng chịu lực trong môi trường nhiệt độ cao, đồng thời giảm thiểu được 

hiện tượng snap-through, là một hiện tượng bất lợi đối với kết cấu chỏm cầu khi chịu 

tác dụng của áp lực ngoài và nhiệt. Hình 2.7b cho thấy rằng, đối với một tấm tròn chịu 

tải trọng cơ và nhiệt kết hợp, độ võng trước do nhiệt độ xuất hiện trước khi tấm chịu ảnh 

hưởng của tải áp lực ngoài. Khi nhiệt độ tăng, độ võng trước do nhiệt cũng tăng lên. 

Trong khi đó, với các tấm tròn có gân mạng nhện, độ võng trước do nhiệt giảm một cách 

đáng kể. Ngoài ra, đối với các tấm tròn hoặc chỏm cầu thoải được tăng cứng bằng hệ 

gân mạng nhện, khi số lượng gân tăng lên thì khả năng chịu tải của kết cấu tăng lên, 

cường độ snap-through của chỏm cầu giảm rõ rệt (Hình 2.7c), độ võng trước do nhiệt 

của tấm tròn cũng giảm (trong Hình 2.7d). 

 

(a)          (b) 

 

(c)         (d) 

Hình 2.8. Đường cong sau mất ổn định phi tuyến của chỏm cầu/tấm tròn FG-GPLRC 

có gân tăng cứng với các quy luật phân bố vật liệu khác nhau 
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Các đường cong sau mất ổn định của chỏm cầu và tấm tròn có gân tăng cứng với 

năm trường hợp phân bố vật liệu được xem xét trên Hình 2.8a,b,c,d . Đối với các hình 

minh họa, khả năng chịu tải cơ và nhiệt tốt nhất được ghi nhận đối với chỏm cầu thoải 

và tấm tròn có kiểu phân bố FG-V/FG-A, tiếp theo lần lượt là FG-X/FG-X, UD/UD và 

FG- O với các đường cong sau mất ổn định của kết cấu tương đối gần nhau. Trong khi 

đó, khả năng chịu tải của chỏm cầu thoải hoặc tấm tròn với quy luật phân bố vật liệu 

FG-A/FG-V là thấp nhất. Đây là một nhận xét đáng chú ý cho cho các nhà thiết kế kết 

cấu khi thiết kế chỏm cầu thoải/tấm tròn làm từ vật liệu FG-GPLRC có gân tăng cứng. 

Hình 2.9a, b, c và d mô tả ảnh hưởng của tỷ phần khối lượng GPL lên ứng xử sau 

mất ổn định phi tuyến của các chỏm cầu và tấm tròn FG-GPLRC. Khả năng chịu tải cơ 

và nhiệt của các kết cấu có và không có gân tăng cứng đều tăng lên khi G tăng. Tuy 

nhiên, những ảnh hưởng này đối với chỏm cầu/ tấm tròn có gân tăng cứng là đáng kể 

hơn so với các chỏm cầu/ tấm tròn không có gân tăng cứng. 

 

(a)          (b) 

 

(c)          (d) 

Hình 2.9. Ảnh hưởng của tỷ phần khối lượng G  của GPL lên ứng xử sau mất ổn 

định phi tuyến của các chỏm cầu/tấm tròn FG-GPLRC có gân tăng cứng 
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Ứng xử sau mất ổn định phi tuyến của chỏm cầu thoải/tấm tròn FG-GPLRC có 

gân tăng cứng với độ cứng nền phi tuyến 3nK  khác nhau và các giá trị của các thông số 

hình học ou ca R và oua h  khác nhau được nghiên cứu trong các Hình 2.10a, b, c, d, e 

và f. Dễ dàng nhận thấy các thông số này có ảnh hưởng rất lớn đến khả năng chịu tải 

của chỏm cầu và tấm tròn có gân tăng cứng.  

 

(a)          (b) 

 

(c)          (d) 

 

(e)          (f) 

Hình 2.10. Ảnh hưởng của các độ cứng nền phi tuyến và thông số hình học lên ứng xử 

sau mất ổn định của chỏm cầu/tấm tròn FG-GPLRC có gân tăng cứng 
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Đặc biệt, Hình 2.10a, b cho thấy các đường cong sau mất ổn định phi tuyến của 

kết cấu cao hơn khi độ cứng của nền đàn hồi phi tuyến tăng đối với các giá trị dương 

3nK  và xu hướng đi lên của các đường cong sau mất ổn định của chỏm cầu và tấm tròn 

có gân tăng cứng cũng được ghi nhận. Ngược lại, đối với các giá trị âm của 3nK , xu 

hướng đi xuống của các đường cong này thu được trong độ võng lớn. Hình 2.10c, d mô 

tả ảnh hưởng của tỷ số ou ca R  đến trạng thái sau mất ổn định phi tuyến của các chỏm 

cầu thoải/tấm tròn có gân chịu tác dụng của tải trọng cơ hoặc nhiệt. Kết quả thu được 

cho thấy các đường cong này cao hơn khi tỷ lệ ou ca R  tăng, tương ứng với độ thoải 

của chỏm cầu giảm. Ngoài ra, xu hướng của các đường cong sau mất ổn định của các 

tấm tròn và chỏm cầu thoải là rất khác nhau, đặc biệt đối với các đường cong sau mất 

ổn định nhiệt (Hình 2.10d). Cụ thể, đối với các tấm tròn hoàn hảo không có gân tăng 

cứng chịu tác dụng của tải nhiệt, hiện tượng mất ổn định kiểu rẽ nhánh được quan sát rõ 

ràng (Hình 2.6d, Hình 2.10d, f). Nhưng đối với các tấm tròn có gân tăng cứng và các 

chỏm cầu thoải có/ không có gân tăng cứng, hiện tượng này không xảy ra. Hơn nữa, 

miền biến dạng âm có thể được quan sát đối với chỏm cầu thoải có/ không có gân tăng 

cứng thay vì miền biến dạng dương đối với các tấm tròn có/ không có gân tăng cứng. 

Ảnh hưởng của tỷ số oua h  - tỷ số đại diện cho độ dày của vỏ đến ứng xử sau mất ổn 

định của chỏm cầu và tấm tròn được phản ánh rất rõ ràng trên Hình 2.10e, f. Một lần 

nữa có thể thấy rằng ảnh hưởng của tỷ số oua h  lên các đường cong sau mất ổn định 

cơ, nhiệt của chỏm cầu/tấm tròn có gân là rõ ràng hơn so với ảnh hưởng của chỏm 

cầu/tấm tròn không gân. Hình 2.10e cũng cho thấy hệ gân tăng cứng mạng nhện làm 

giảm đáng kể cường độ snap-through của chỏm cầu, đặc biệt đối với các vỏ mỏng hơn. 

2.3.3. Bài toán 2: Ổn định cơ nhiệt phi tuyến tĩnh và động của chỏm cầu và tấm tròn 

FG-GPLRC có gân mạng nhện ba vùng 

Trong bài toán này, chỏm cầu và tấm tròn FG-GPLRC được xem xét có gân mạng 

nhện ba vùng, đặt trên nền đàn hồi phi tuyến với lớp áp điện. Tính chất vật liệu của FG- 

GPLRC được chọn tương tự bài toán 1. Với bài toán ổn định động, tiêu chuẩn ổn định 

Budiansky-Roth có thể được tham khảo trong luận án tiến sĩ của Đặng Thùy Đông [2] 

và Vũ Hoài Nam [4]. 
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(a)         (b) 

 

(c)         (d) 

 

(e)         (f) 

Hình 2.11. Đường cong sau mất ổn định tĩnh của tấm tròn và chỏm cầu có gân mạng 

nhện ba vùng chịu áp lực ngoài 

Hình 2.11 trình bày ứng xử sau mất ổn định tĩnh của tấm tròn và chỏm cầu thoải 

có gân mạng nhện ba vùng dưới ảnh hưởng của các yếu tố khác nhau. Hình 2.11a minh 

họa tác động của các loại gân khác nhau lên chỏm cầu, bao gồm trường hợp không gân, 

gân vĩ tuyến, gân kinh tuyến và gân mạng nhện. Kết quả cho thấy sự ổn định của kết cấu 

được cải thiện khi hệ gân được thêm vào, như được chứng minh bằng đường cong sau 

mất ổn định áp lực ngoài cao hơn. Qua ví dụ này có thể thấy rõ tính ưu việt của gân kinh 
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tuyến so với gân vĩ tuyến. Trong Hình 2.11b, các ảnh hưởng của các quy luật phân bố 

GPL lên chỏm cầu có gân mạng nhện và lớp áp điện được nghiên cứu. Kết quả cho thấy 

sự khác biệt trong các quy luật phân bố GPL dẫn đến những thay đổi đáng chú ý trong 

đường cong sau mất ổn định. Có thể thấy xu hướng ngược lại trong các vùng độ võng 

nhỏ và lớn, trong khi khả năng chịu tải của vỏ PZT/A-V được thể hiện trong vùng độ 

võng nhỏ, thì trong vùng độ võng lớn, lợi thế này thuộc về vỏ PZT/V-A. Tác động của 

nhiệt độ tăng đều lên ứng xử sau mất ổn định của chỏm cầu với gân mạng nhện trong cả 

trường hợp hoàn hảo và không hoàn hảo được thể hiện trong Hình 2.11c. Khi nhiệt độ 

tăng, khả năng chịu tải sau mất ổn định của vỏ cũng tăng lên. Nhiệt độ tăng trước khi 

gia tải áp lực ngoài tạo ra độ võng âm trước, dẫn đến độ cao đáng kể của đường cong 

sau mất ổn định của vỏ ở vùng có độ võng nhỏ. Đặc biệt, các đường cong sau mất ổn 

định ở các nhiệt độ khác nhau dường như hội tụ tại một điểm và thứ tự độ cao của chúng 

đảo ngược sau điểm hội tụ. Với các giá trị nhiệt độ nhỏ, không quan sát được hiện tượng 

snap-through, ngược lại có thể được quan sát rõ rệt với các giá trị nhiệt độ lớn . Hình 

2.11d phân tích các đường cong sau mất ổn định dưới tác động của điện áp của lớp áp 

điện. Các trường hợp điện áp âm, dương và bằng không được áp dụng, từ đó thấy rằng 

điện áp cao hơn có xu hướng làm tăng khả năng chịu tải sau mất ổn định đối với độ võng 

nhỏ, các đường cong sau mất ổn định tiến sát lại gần nhau khi độ võng lớn. Hình 2.11e 

chứng minh tác động của bán kính chính đối với ứng xử sau mất ổn định, trong đó việc 

tăng bán kính chính làm giảm khả năng chịu tải sau mất ổn định của kết cấu khi độ võng 

nhỏ, có thể thấy ảnh hưởng lớn của các thông số hình học trong việc xác định sự ổn định 

của kết cấu và xu hướng này trở nên phức tạp và khó dự đoán khi độ võng lớn. Hình 

2.11f khảo sát ảnh hưởng của độ cứng nền phi tuyến tới ứng xử sau mất ổn định của vỏ. 

Kết quả cho thấy độ cứng nền phi tuyến làm tăng khả năng chịu tải sau mất ổn định, xu 

hướng đi lên và đi xuống của đường cong tương ứng với độ cứng phi tuyến của nền đàn 

hồi mang giá trị dương và âm. 

Hình 2.12 minh họa ứng xử sau mất ổn định tĩnh của tấm tròn và chỏm cầu có 

gân ba vùng chịu tải nhiệt, làm nổi bật ảnh hưởng của gân mạng nhện, áp lực ngoài trước 

và các thông số hình học tới ứng xử ổn định của kết cấu. Hình 2.12a trình bày ảnh hưởng 

của các loại gân khác nhau bao gồm trường hợp không gân, gân kinh tuyến, gân vĩ tuyến 

và gân mạng nhện tới đường cong sau mất ổn định của vỏ, có thể thấy rằng gân tăng 
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cứng làm tăng đáng kể khả năng chịu tải sau mất ổn định nhiệt của kết cấu. Đặc biệt, 

gân mạng nhện làm tăng độ cứng lớn nhất, giảm độ võng và tăng khả năng chịu tải sau 

mất ổn định nhiệt.  

 

(a)         (b) 

 

(c)          (d) 

Hình 2.12. Đường cong sau mất ổn định tĩnh của tấm tròn và chỏm cầu có gân ba 

vùng chịu tải nhiệt 

Trong Hình 2.12b, các xu hướng phức tạp của đường cong sau mất ổn định được 

quan sát với tấm tròn, trong đó gân mạng nhện một lần nữa thể hiện ảnh hưởng vượt trội 

ở miền độ võng lớn. Ở miền độ võng nhỏ, độ võng âm hoặc dương thu được cho các 

trường hợp khác nhau và hiện tượng rẽ nhánh chỉ được thấy đối với tấm tròn không gân. 

Hình 2.12c khảo sát chi tiết hơn tác động của số lượng gân, cho thấy rằng việc tăng số 

lượng gân làm tăng độ cứng tổng thể của kết cấu, dẫn đến khả năng chịu tải sau mất ổn 

định nhiệt của vỏ cao hơn. Ảnh hưởng của áp lực ngoài trước được thể hiện trong Hình 

2.12d, trong đó áp lực ngoài trước cao hơn dẫn đến khả năng chịu tải sau mất ổn định 

nhiệt lớn hơn. Gia tải áp lực ngoài trước cho kết cấu tạo ra trường ứng suất nén chống 

lại sự giãn nở nhiệt, do đó làm tăng khả năng chịu tải sau mất ổn định nhiệt, tuy nhiên, 

ảnh hưởng này giảm khi độ võng tăng. 
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Hình 2.13 trình bày đáp ứng mất ổn định động của tấm tròn và chỏm cầu có gân 

ba vùng chịu áp lực ngoài với các loại gân, bán kính chính, tỷ phần khối lượng GPL, 

bán kính cơ sở và độ cứng nền phi tuyến khác nhau. Trong Hình 2.13a và b, ảnh hưởng 

của các loại gân tăng cứng khác nhau, bao gồm trường hợp vỏ không gân, gân kinh 

tuyến, gân vĩ tuyến và gân mạng nhện, cho thấy gân làm tăng đáng kể khả năng chịu tải 

động của kết cấu, đặc biệt là ở trạng thái sau mất ổn định. Hình 2.13c khảo sát ảnh hưởng 

của bán kính chính lên chỏm cầu, chỉ ra rằng các vỏ thoải hơn dễ bị mất ổn định hơn 

dưới áp lực bên ngoài. Trong Hình 2.13d, ảnh hưởng của tỷ phần khối lượng GPL được 

khảo sát, với tỷ phần khối lượng GPL cao hơn dẫn đến độ cứng kết cấu lớn hơn và khả 

năng chịu tải sau mất ổn định động được tăng cường. Điều này là do tỷ lệ mô đun đàn 

hồi trên khối lượng cao của GPL, góp phần làm tăng độ cứng mà không làm tăng đáng 

kể tổng khối lượng của kết cấu.  

 

(a)         (b)  

   (c)         (d)  

Hình 2.13. Đáp ứng động mất ổn định của tấm tròn và chỏm cầu có gân ba vùng chịu 

áp lực ngoài 

Hình 2.14 khảo sát đáp ứng mất ổn định động của tấm tròn và chỏm cầu có gân 

ba vùng chịu tải nhiệt. Các hình 2.14a, b, c, d phân tích nhiều thông số khác nhau, chẳng 



52 
 

hạn như loại gân, số lượng gân và độ cứng nền phi tuyến, để đánh giá tác động của 

chúng đến sự ổn định của kết cấu dưới tải trọng nhiệt. Hình 2.14a cho thấy tác động của 

các loại gân khác nhau (gân kinh tuyến, vĩ tuyến và mạng nhện) đến đáp ứng mất ổn 

định động của chỏm cầu. Kết quả cho thấy sự hiện diện của gân làm tăng khả năng chịu 

tải của chỏm cầu, gân mạng nhện cung cấp khả năng chịu tải nhiệt cao nhất. Trong Hình 

2.14b, một so sánh tương tự được thực hiện đối với tấm tròn. Hiện tượng snap-through 

(mất ổn định đột ngột) chỉ xuất hiện với tấm tròn không gân, trong khi đường cong đáp 

ứng động trong các trường hợp còn lại tăng dần và vùng mất ổn định không được thể 

hiện rõ ràng.  

   (a)         (b)                    

   (c)         (d)  

Hình 2.14. Đáp ứng động mất ổn định của tấm tròn và chỏm cầu có gân ba vùng chịu 

tải nhiệt 

Hình 2.14c khảo sát ảnh hưởng của số lượng gân đến đáp ứng động của Chỏm 

cầu. Kết quả cho thấy việc tăng số lượng gân cải thiện khả năng chịu tải nhiệt động rõ 

rệt. Vỏ có nhiều gân hơn duy trì được sự ổn định về mặt kết cấu trong phạm vi thay đổi 

nhiệt độ rộng hơn, cho thấy số lượng gân cao hơn cung cấp khả năng hỗ trợ tốt hơn 

chống lại ứng suất do nhiệt gây ra. Hình 2.14d nghiên cứu tác động của độ cứng nền phi 
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tuyến tới đáp ứng mất ổn định nhiệt. Khi độ cứng nền phi tuyến tăng lên, khả năng chịu 

tải nhiệt động được tăng lên rõ rệt. 

2.3.4. Bài toán 3: Ổn định cơ nhiệt phi tuyến tĩnh và động của chỏm cầu và tấm tròn 

FG-GPLRC lõi rỗng có gân mạng nhện ba vùng 

Trong bài toán này, chỏm cầu và tấm tròn FG-GPLRC lõi rỗng được xem xét có 

gân mạng nhện ba vùng, đặt trên nền đàn hồi phi tuyến và không có lớp áp điện. Tính 

chất vật liệu của FG-GPLRC được chọn tương tự các bài toán trước. 

Bảng 2.3 trình bày tải trọng mất ổn định nhiệt tới hạn động của tấm tròn không 

gân theo các quy luật phân bố GPL khác nhau. Phân tích bao gồm cả tải tới hạn tĩnh và 

động, với trường hợp tải nhiệt động được phân tích ở hai tốc độ đặt tải nhiệt khác nhau 

là 100 K/s và 200 K/s. Trong trường hợp tải nhiệt tĩnh, nhiệt độ tới hạn tương đối gần 

nhau với tất cả các quy luật phân bố GPL, trong khoảng từ 95,53 K (U/PC/U) đến 97,05 

K (V/PC/A), cho thấy những thay đổi nhỏ do các quy luật phân bố khác nhau.  

Bảng 2.3. Tải tới hạn nhiệt động crT (K) của tấm tròn không gân FG-GPLRC (h

=0.02m, 100oua h , 0 5.cch h , =0, ce =0.3, GPL =0.5%, q=0 N/m2, 1lK  = 10 

MN/m3, 2lK = 0.1 MN/m,  =0 kN.s/m3) 

Quy luật phân bố GPL 
Động Tĩnh 

= 200 (K/s) = 100 (K/s) 

X/PC/X 126.60 114.70 96.80 

O/PC/O 126.40 114.40 96.75 

U/PC/U 125.80 113.90 95.53 

A/PC/V 125.56 113.70 96.49 

V/PC/A 128.20 116.10 97.05 

Đối với trường tải hợp tải nhiệt động, nhiệt độ tới hạn động tăng khi tốc độ đặt 

tải tăng, thể hiện tác động của tốc độ đặt tải nhiệt đến ứng xử mất ổn định. Hiện tượng 

này cho thấy phân bố GPL và tốc độ đặt tải nhiệt tác động đáng kể đến tải mất ổn định 

nhiệt tới hạn. Ngoài ra, tải trọng mất ổn định nhiệt tới hạn tối thiểu đã được quan sát 

thấy trong các trường hợp tĩnh và động với các quy luật phân bố GPL khác nhau, U/PC/U 

với trường hợp tĩnh và A/PC/V trong trường hợp động. 
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   (a)         (b) 

   (c)         (d)  

   (e)         (f)  

Hình 2.15. Đường cong sau mất ổn định tĩnh của tấm tròn và chỏm cầu FG-GPLRC 

lõi rỗng có gân mạng nhện ba vùng chịu tải trọng cơ 

Hình 2.15 khảo sát ứng xử cơ học tĩnh sau mất ổn định của chỏm cầu / tấm tròn 

FG-GPLRC lõi rỗng có gân mạng nhện ba vùng trong các điều kiện khác nhau. Trong 

Hình 2.15a, ảnh hưởng của các loại gân khác nhau (không gân, gân vĩ tuyến, gân kinh 

tuyến và gân mạng nhện) đối với đáp ứng sau mất ổn định được trình bày. Các gân mạng 

nhện cho thấy khả năng chịu tải sau mất ổn định cao nhất, trong khi các chỏm cầu không 

gân cho thấy khả năng chịu tải sau mất ổn định thấp nhất. Nói cách khác, các gân đóng 
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vai trò quan trọng trong việc cải thiện sự ổn định của kết cấu. Các gân kinh tuyến cũng 

cho thấy các ảnh hưởng có lợi vượt trội so với các gân vĩ tuyến. Hình 2.15b nghiên cứu 

ảnh hưởng của số lượng các gân. Có thể thấy rằng việc tăng số lượng các gân làm tăng 

khả năng chịu tải sau mất ổn định, được chứng minh bằng các đường cong sau mất ổn 

định cao hơn đối với các chỏm cầu có nhiều gân hơn. Trong khi đó, cường độ snap-

through thay đổi không đáng kể khi số lượng gân tăng lên. Trong Hình 2.15c, ảnh hưởng 

của các quy luật phân bố GPL được nghiên cứu. Các quy luật phân bố khác nhau tác 

động đến độ cứng và ứng xử sau mất ổn định. Các đường cong chỉ ra rằng một số quy 

luật phân bố GPL (đặc biệt là A/PC/V-A) cho hiệu quả gia cường vượt trội so với các 

quy luật phân bố khác, từ đó cho thấy việc lựa chọn quy luật phân bố vật liệu trong kết 

cấu là rất quan trọng để có hiệu suất cơ học tốt hơn. Các ảnh hưởng của các tỷ phần khối 

lượng GPL khác nhau đối với ứng xử sau mất ổn định được thể hiện trong Hình 2.15d. 

Như mong đợi, việc tăng tỷ phần khối lượng GPL sẽ dẫn đến các đường cong sau mất 

ổn định cao hơn. Tác động của hệ số rỗng của lõi rỗng tới đáp ứng sau mất ổn định của 

chỏm cầu được kiểm tra trong Hình 2.15e. Hệ số rỗng cao hơn, biểu thị nhiều lỗ rỗng 

hơn trong vật liệu, dẫn đến giảm cường độ sau mất ổn định. Tuy nhiên, hệ số rỗng tăng 

làm giảm cường độ snap-through của chỏm cầu. Hình 2.15f khảo sát tác động của bán 

kính cong tới ứng xử sau mất ổn định của chỏm cầu. Rõ ràng là bán kính nhỏ hơn (tức 

là độ cong lớn hơn) làm tăng độ cứng và tăng khả năng chịu tải sau mất ổn định, trong 

khi chỏm cầu thoải hơn hơn (bán kính lớn hơn) thể hiện khả năng chịu tải sau mất ổn 

định yếu hơn. Từ đó thấy được vai trò quan trọng của các thông số hình học trong việc 

xác định ứng xử cơ học của chỏm cầu. Ứng xử phi tuyến phức tạp cũng quan sát thấy 

tại vùng độ võng lớn, khả năng chịu tải sau mất ổn định của tấm vượt qua chỏm cầu. 

Hình 2.16 nghiên cứu ứng xử sau mất ổn định nhiệt tĩnh của chỏm cầu / tấm tròn 

FG-GPLRC lõi rỗng có gân mạng nhện ba vùng, làm nổi bật tác động của nhiều thông 

số khác nhau như loại gân, hệ số rỗng, áp lực ngoài trước, chiều cao gân và độ cứng nền 

phi tuyến. Hình 2.16a chứng minh rằng, trong số các mô hình gân khác nhau (không 

gân, gân kinh tuyến, gân vĩ tuyến và gân mạng nhện), hệ gân mạng nhện thể hiện khả 

năng chịu tải sau mất ổn định nhiệt tốt nhất, tương ứng đường cong sau mất ổn định 

nhiệt cao nhất. Từ Hình 2.16b có thể thấy các xu hướng hoàn toàn khác nhau của các 

đường cong sau mất ổn định được ghi nhận với các trường hợp tấm không gân, gân kinh 
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tuyến, gân vĩ tuyến và gân mạng nhện. Hiện tượng mất ổn định rẽ nhánh chỉ xuất hiện 

trong trường hợp tấm không gân. Hơn nữa, lợi thế của tấm có gân được thể hiện rõ ràng 

ở vùng độ võng lớn.  

   (a)         (b)       

   (c)         (d)  

   (e)         (f)  

Hình 2.16. Đường cong sau mất ổn định tĩnh của tấm tròn và chỏm cầu FG-GPLRC 

lõi rỗng có gân mạng nhện ba vùng chịu tải trọng nhiệt 

Hình 2.16c khảo sát tác động của hệ số rỗng lên chỏm cầu, cho thấy độ rỗng tăng 

dẫn đến khả năng chịu tải nhiệt tăng, làm cho đường cong nhiệt sau mất ổn định cao 

hơn. Mặc dù chỏm cầu trở nên rỗng hơn, dẫn đến độ cứng giảm. Tuy nhiên, hệ số giãn 
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nở nhiệt cũng giảm. Trong trường hợp này, ảnh hưởng chủ đạo của hệ số giãn nở nhiệt 

được nêu bật. Ảnh hưởng của áp lực ngoài trước được mô tả trong Hình 2.16d, rõ ràng 

rằng khi áp lực ngoài tăng, khả năng chịu tải sau mất ổn định nhiệt tăng đáng kể. Điều 

này cho thấy, áp lực ngoài làm tăng ứng suất nén của chỏm cầu, qua đó chống lại sự 

giãn nở nhiệt một cách rõ ràng. Hình 2.16e nghiên cứu ảnh hưởng của chiều cao gân lên 

tấm tròn, cho thấy gân cao hơn làm tăng khả năng chịu tải sau mất ổn định nhiệt của kết 

cấu. Hình 2.16f kiểm tra tác động của độ cứng nền phi tuyến lên khả năng chịu tải sau 

mất ổn định của chỏm cầu. Kết quả cho thấy rằng việc tăng độ cứng nền phi tuyến sẽ 

cải thiện khả năng chịu tải sau mất ổn định nhiệt của nền hóa cứng ( 3nK  dương), và cho 

thấy khả năng chống chịu lớn hơn so với nền hóa mềm ( 3nK  âm). 

   (a)         (b) 

Hình 2.17. Đáp ứng mất ổn định động của tấm tròn và chỏm cầu FG-GPLRC lõi rỗng 

có gân ba vùng chịu tải cơ 

 Tác động của các điều kiện khác nhau của các loại gân, hệ số rỗng và độ cứng 

của nền phi tuyến đến đáp ứng mất ổn định động của chỏm cầu và tấm tròn FG-GPLRC 

lõi rỗng có gân mạng nhện ba vùng chịu tải cơ được trình bày trong Hình 2.17. Trong 

Hình 2.17a, tác động của các loại gân khác nhau lên chỏm cầu được phân tích. Khảo sát 

cho thấy gân mạng nhện cho hiệu quả vượt trội khi chịu tải động, được chỉ ra bởi đường 

cong đáp ứng tải trọng-độ võng thấp hơn ở trạng thái sau mất ổn định. Sự khác biệt nhỏ 

giữa các đường cong đáp ứng động đối với trường hợp chỏm cầu không gân và gân vĩ 

tuyến, và của chỏm cầu gân kinh tuyến và gân mạng nhện cho thấy tác động của gân vĩ 

tuyến là tương đối nhỏ. Hình 2.17b tập trung vào tác động của hệ số rỗng đến đáp ứng 

ổn định động của chỏm cầu. Có thể thấy độ rỗng cao hơn làm giảm khả năng chịu tải 

sau mất ổn định động, vì các giá trị cao hơn tương ứng với độ võng tăng khi áp lực ngoài 
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lớn. Rõ ràng, vật liệu rỗng, mặc dù có lợi cho việc giảm trọng lượng, nhưng lại làm giảm 

khả năng chịu tải áp lực ngoài của kết cấu. 

   (a)         (b)  

   (c)         (d)  

Hình 2.18. Đáp ứng mất ổn định động của tấm tròn và chỏm cầu FG-GPLRC lõi rỗng 

có gân ba vùng chịu tải nhiệt 

Hình 2.18 minh họa đáp ứng động của chỏm cầu và tấm tròn FG-GPLRC lõi rỗng 

chịu tải nhiệt với các gân mạng nhện trong nhiều điều kiện khác nhau, bao gồm các loại 

gân, hệ số rỗng và độ cứng nền phi tuyến. Trong Hình 2.18a, tác động của các loại gân 

khác nhau lên chỏm cầu chịu tải trọng nhiệt được kiểm tra. Các gân mạng nhện cho thấy 

lợi thế rõ ràng so với các gân kinh tuyến và vĩ tuyến, vì chúng duy trì độ võng thấp hơn 

khi nhiệt độ tăng. Đối với tấm tròn trong Hình 2.18b, xu hướng của các đường cong 

nhiệt động trở nên phức tạp hơn đáng kể, trong khi sự khác biệt đặc biệt lớn trong các 

trường hợp không gân, gân kinh tuyến, gân vĩ tuyến và gân mạng nhện. Có thể quan sát 

thấy độ võng dương và âm trong các trường hợp được xem xét. Ảnh hưởng của hệ số 

rỗng đến đáp ứng động của chỏm cầu có gân mạng nhện chịu tải nhiệt có thể thấy như 

trong Hình 2.18c. Tương tự tải trọng nhiệt tĩnh, khi độ rỗng tăng, khả năng chịu tải giảm, 

dẫn đến độ võng cao hơn với cùng giá trị tải nhiệt. Hình 2.18d kiểm tra tác động của độ 
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cứng phi tuyến của nền đến đáp ứng nhiệt động của chỏm cầu. Khi độ cứng nền phi 

tuyến tăng, khả năng chịu tải nhiệt động được cải thiện. 

2.3.5. Bài toán 4: Dao động phi tuyến của chỏm cầu và tấm tròn FG-GPLRC có gân 

mạng nhện ba vùng 

Các đặc trưng hình học và vật liệu của tấm tròn và chỏm cầu thoải của bài toán 

này được chọn tương tự với bài toán 2. 

Bảng 2.4. Tần số dao động tự nhiên (rad/s) của tấm tròn và chỏm cầu với các quy luật 

phân bố và tỷ phần khối lượng GPL khác nhau ( 2 0 2 .ph h , h =0.01m, 0 02 .c ouR a ,

80oua h , 2 20pn , 1 10mn , 2sth h , =0, 2 1 p mb b h , T =0K, G =0.5%, 1lK

= 0 N/m3, 2lK = 0 N/m, eV =500V) 

  PZT/X-X PZT/UD-UD PZT/O-O PZT/Λ-V PZT/V-Λ 

Chỏm 

cầu 

Gân mạng nhện 389.51 385.41 380.15 368.53 400.34 

Gân kinh tuyến 363.53 359.52 354.42 347.95 369.21 

Gân vĩ tuyến 339.52 335.37 330.19 321.98 347.03 

Không gân 241.17 236.28 230.59 237.77 232.65 

Tấm 

tròn 

 

Gân mạng nhện 382.27 378.06 372.72 359.86 394.23 

Gân kinh tuyến 327.15 322.56 316.99 310.09 333.12 

Gân vĩ tuyến 338.34 334.16 328.98 319.03 347.44 

Không gân 188.55 182.07 174.81 183.95 177.75 

Ảnh hưởng của các loại gân và quy luật phân bố GPL tới tần số dao động tự nhiên 

của chỏm cầu/tấm tròn FG-GPLRC không gân, có gân mạng nhện ba vùng với các lớp 

áp điện được nghiên cứu trong Bảng 2.4. Như có thể thấy, chỉ với độ cong thoải, tần số 

dao động tự nhiên của chỏm cầu lớn hơn đáng kể so với tần số của tấm tròn tương ứng. 

Trong cả hai trường hợp của tấm tròn và chỏm cầu không gân, có thể quan sát thấy tần 

số dao động tự nhiên lớn nhất với quy luật phân bố PZT/X-X. Tuy nhiên, đối với các 

tấm và vỏ có gân, quy luật phân bố GPL trong chỏm cầu/tấm tròn và gân ảnh hưởng 

mạnh đến tần số dao động tự nhiên, có thể quan sát thấy một lợi thế rõ ràng của quy luật 

phân bố PZT/V-A. Mặc dù việc bổ sung gân làm tăng đáng kể mật độ, nhưng sự gia 

tăng độ cứng tổng thể có ưu thế vượt trội so với sự gia tăng mật độ của kết cấu dẫn đến 

tần số dao động tự nhiên tăng lên. 
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   (a)         (b) 

   (c)         (d) 

Hình 2.19. Đường cong đáp ứng biên độ tần số của dao động tự do và cưỡng bức đối 

với tấm tròn và chỏm cầu FG-GPLRC có gân mạng nhện ba vùng 

Hình 2.19 minh họa các đường cong đáp ứng biên độ-tần số phi tuyến của tấm 

tròn và chỏm cầu FG-GPLRC có gân mạng nhện ba vùng, trong trường hợp dao động 

tự do và cưỡng bức. Từ hình này, rõ ràng là gân mạng nhện giúp cải thiện độ độ cứng 

của kết cấu, làm cho các đường cong biên độ-tần số cao hơn so với các kết cấu không 

gân. Trong cả trường hợp tấm tròn (Hình 2.19b và 2.19c) và chỏm cầu (Hình 2.19a và 

2.19d), các kết cấu có gân biểu hiện ít nhạy cảm hơn với tải trọng kích thích và duy trì 

tần số dao động ổn định hơn khi biên độ tăng. Các đường cong dao động tự do cho thấy 

tác động lớn của gân mạng nhện đặc biệt ở vùng tần số cao. Đối với dao động cưỡng 

bức, các kết cấu có gân tiếp tục thể hiện ưu thế rõ rệt, với cùng biên độ dao động và tần 

số dao động của các kết cấu có gân nhỏ hơn đáng kể so với các kết cấu không gân. Ngoài 

ra, các đường cong trong Hình 2.19c và 2.19d, với các tải trọng kích thích khác nhau, 

cho thấy rõ tác động của biên độ tải cưỡng bức tới ứng xử dao động phi tuyến, với các 

trường hợp biên độ tải cưỡng bức cao hơn thể hiện sự thay đổi biên độ-tần số rõ rệt hơn 

so với trường hợp dao động tự do. 
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Hình 2.20 trình bày các đường cong mặt phẳng pha biên độ-vận tốc của tấm tròn 

và chỏm cầu FG-GPLRC có gân mạng nhện ba vùng trong các điều kiện dao động cụ 

thể. Hình 2.20a và 2.20b khảo sát tấm tròn, trong khi Hình 2.20c và 2.20d khảo sát chỏm 

cầu, có gân mạng nhện ba vùng. Có thể quan sát thấy các quỹ đạo dao động có dạng 

tương tự trong cả hai trường hợp tấm và vỏ được nghiên cứu. Có thể thấy, khi tần số 

cưỡng bức tăng lên, kích thước của mặt phẳng pha tăng lên đáng kể, mặt phẳng pha có 

xu hướng tách thành hai vùng riêng biệt và quỹ đạo dao động trở nên phức tạp hơn đáng 

kể. 

   (a)         (b) 

   (c)         (d) 

Hình 2.20. Đường cong mặt phẳng pha biên độ-vận tốc của tấm tròn và chỏm cầu FG-

GPLRC có gân mạng nhện ba vùng 

Hình 2.21 minh họa các đường cong biên độ thời gian của tấm tròn và chỏm cầu 

FG-GPLRC có gân mạng nhện ba vùng với nhiều loại gân và thông số vật liệu khác 

nhau. Trong Hình 2.21a và 2.21b, các loại gân khác nhau cho chỏm cầu và tấm tròn, bao 

gồm gân mạng nhện, gân vĩ tuyến và kinh tuyến, được so sánh. Cả hai hình đều cho thấy 

gân mạng nhện có biên độ dao động nhỏ nhất so với các loại gân khác, cho thấy độ cứng 

kết cấu được cải thiện đáng kể. Đối với tấm tròn trong Hình 2.21b, các tấm không gân 
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có biên độ lớn nhất, cho thấy vai trò quan trọng của gân trong việc giảm độ võng. Hình 

2.2c khảo sát tác động của các quy luật phân bố GPL khác nhau đến ứng xử dao động 

của chỏm cầu có gân mạng nhện. Rõ ràng là quy luật phân bố GPL ảnh hưởng nhẹ đến 

đáp ứng dao động. Quy luật phân bố PZT/V-A cho thấy lợi thế trong việc giảm biên độ 

dao động, tuy nhiên chỉ có thể quan sát thấy một lợi thế nhỏ trong trường hợp này. Cuối 

cùng, Hình 2.21d khảo sát tác động của các tỷ phần khối lượng GPL khác nhau lên ứng 

xử dao động của tấm tròn có gân mạng nhện. Khi tỷ phần khối lượng GPL tăng từ 0% 

đến 1%, biên độ dao động giảm rõ rệt, cho thấy tỷ phần khối lượng GPL cao hơn góp 

phần làm tăng độ cứng và giảm độ võng. 

   (a)         (b) 

   (c)         (d)  

Hình 2.21. Đường cong biên độ - thời gian của tấm tròn và chỏm cầu FG-GPLRC với 

các loại gân và thông số vật liệu khác nhau 

Hình 2.22 trình bày các đường cong biên độ - thời gian của tấm tròn và chỏm cầu 

FG-CPLRC có gân mạng nhện ba vùng, với các thông số hình học khác nhau. Hình này 

khảo sát ảnh hưởng của chiều cao gân (Hình 2.22a), số lượng gân (Hình 2.22b), chiều 

rộng gân (Hình 2.22e) và bán kính của chỏm cầu (Hình 2.22f). Rõ ràng là gân mạng 

nhện có tác động đáng kể đến ứng xử dao động, với các thông số hình học khác nhau. 
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Ví dụ, việc tăng số lượng gân (Hình 2.22b) hoặc tăng chiều rộng gân (Hình 2.22c) dẫn 

đến giảm biên độ dao động, trong khi thay đổi chiều cao gân (Hình 2.22a) hoặc thay đổi 

bán kính cong của chỏm cầu ảnh hưởng đến cả biên độ dao động và hình dạng của các 

đường cong đáp ứng biên độ - thời gian. Người ta cũng có thể thấy trong Hình 2.22d 

rằng trong khi đường cong biên độ - thời gian dao động quanh vị trí cân bằng đối với 

tấm tròn, thì nó chủ yếu dao động trong vùng độ võng âm đối với chỏm cầu.  

   (a)         (b)  

   (c)         (d)  

Hình 2.22. Đường cong biên độ - thời gian của tấm tròn và chỏm cầu FG-GPLRC có 

gân mạng nhện ba vùng với các thông số hình học khác nhau 

Hình 2.23 trình bày các đường cong biên độ - thời gian của tấm tròn và chỏm cầu 

FG-GPLRC có gân mạng nhện ba vùng với các hệ số cản, nhiệt độ, điện áp của lớp áp 

điện và các độ cứng nền phi tuyến khác nhau. Trong Hình 2.23a, các hệ số cản khác 

nhau (0, 5 và 10 kN·s/m³) được áp dụng cho tấm tròn. Khi hệ số cản tăng, biên độ dao 

động giảm, cho thấy vai trò quan trọng của hệ số trong ứng xử dao động của kết cấu. 

Hình 2.23b kiểm tra tác động của các nhiệt độ khác nhau tới chỏm cầu có gân mạng 

nhện. Khi nhiệt độ tăng từ 0K đến 200K, biên độ dao động tăng, cho thấy sự giãn nở 

nhiệt làm tăng đáp ứng động của các kết cấu. Trong Hình 2.23c, tác động của các điện 
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áp khác nhau trong lớp áp điện được khảo sát. Điện áp dương và âm làm thay đổi ứng 

xử dao động của tấm tròn, với độ võng lớn hơn quan sát được trong các trường hợp điện 

áp dương. Hình 2.23d thể hiện tác động của các độ cứng nền phi tuyến khác nhau lên 

ứng xử dao động của chỏm cầu. Độ cứng nền phi tuyến dương làm giảm độ võng, trong 

khi giá trị âm của độ cứng phi tuyến dẫn đến biên độ dao động lớn hơn.  

   (a)         (b)  

   (c)         (d)  

Hình 2.23. Đường cong biên độ - thời gian của tấm tròn và chỏm cầu FG-GPLRC có 

gân mạng nhện với các hệ số cản, nhiệt độ, điện áp và độ cứng nền khác nhau 

2.3.6. Bài toán 5: Dao động phi tuyến của tấm tròn và chỏm cầu FG-GPLRC lõi rỗng 

có gân mạng nhện ba vùng 

Các đặc trưng hình học và vật liệu của tấm tròn và chỏm cầu thoải của bài toán 

này được chọn tương tự với bài toán 3. 

Hình 2.24 trình bày các đường cong tần số-biên độ cho các chỏm cầu và các tấm 

tròn FG-GPLRC lõi rỗng có gân mạng nhện trong các điều kiện khác nhau. Hình 2.24a 

cho thấy ứng xử của các chỏm cầu không gân và có gân mạng nhện dưới các dao động 

tự do và cưỡng bức. Các gân mạng nhện có tác động đáng kể đến đáp ứng dao động, đặc 

biệt là tác dụng làm tăng độ cứng, được phản ánh bởi tần số thấp hơn với cùng biên độ 
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dao động so với kết cấu không gân. Hình 2.24b so sánh ứng xử dao động của các tấm 

tròn, một lần nữa chứng minh ảnh hưởng đáng kể của hệ gân mạng nhện. Hình 2.24c và 

2.24d tiếp tục nghiên cứu các tác động của hệ số rỗng và biên độ tải cưỡng bức. Trong 

Hình 2.24c, tác động của các hệ số rỗng ce  khác nhau (từ 0 đến 0.6) lên đường cong tần 

số-biên độ được khảo sát và cho thấy rằng với độ rỗng cao hơn làm giảm độ cứng của 

kết cấu, được phản ánh qua xu thế tăng của tần số khi hệ số rỗng tăng mặc dù cùng biên 

độ dao động. Trong Hình 2.24d, các biên độ tải cưỡng bức khác nhau (dao động từ 1 

đến 4 kPa) được áp dụng, cho thấy rằng biên độ tải cưỡng bức cao hơn gây ra sự khác 

biệt rõ rệt hơn giữa dao động tự do và cưỡng bức. 

   (a)         (b) 

   (c)         (d)  

Hình 2.24. Đường cong tần số-biên độ của tấm tròn và chỏm cầu FG-GPLRC lõi rỗng 

có gân mạng nhện 

Hình 2.25 trình bày đáp ứng dao động biên độ - thời gian của tấm tròn và chỏm 

cầu FG-GPLRC lõi rỗng có gân mạng nhện, với các loại, số lượng và độ cao của gân 

khác nhau chịu tải cưỡng bức điều hòa. Trong Hình 2.25a, tác động của các loại gân 

khác nhau lên đáp ứng dao động của tấm tròn được thể hiện. Giống như trong các kết 

quả trước , gân mạng nhện hoạt động tốt hơn các loại khác (gân kinh tuyến và vĩ tuyến) 
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thông qua việc giảm biên độ dao động hiệu quả hơn. Kết cấu không gân có biên độ lớn 

nhất, chứng minh rằng việc thêm gân làm tăng đáng kể độ cứng của kết cấu, với gân 

mạng nhện mang lại hiệu quả lớn nhất. Hình 2.25b trình bày đáp ứng dao động của chỏm 

cầu đối với các loại gân khác nhau. Tương tự như các tấm tròn, gân mạng nhện cung 

cấp khả năng giảm biên độ dao động vượt trội so với gân kinh tuyến và vĩ tuyến, và các 

chỏm cầu không gân có biên độ cao nhất. Xu hướng này phù hợp với ứng xử được thấy 

ở các tấm tròn, củng cố thêm hiệu quả của gân mạng nhện.  

   (a)         (b)  

   (c)         (d)  

Hình 2.25. Đáp ứng dao động thời gian-biên độ của các tấm tròn và chỏm cầu FG-

GPLRC lõi rỗng có gân mạng nhện 

Hình 2.25c nghiên cứu tác động của số lượng gân khác nhau đến ứng xử dao 

động của chỏm cầu. Rõ ràng là việc tăng số lượng gân ( 2pn  từ 20 đến 36 và 1mn  từ 12 

đến 28) dẫn đến giảm biên độ dao động rõ rệt. Với 2pn = 36 và 1mn = 28 cho thấy biên 

độ dao động thấp nhất, cho thấy rằng số lượng gân tăng dẫn đến tăng độ cứng và giảm 

biên độ dao động. Hình 2.25d khảo sát tác động của các chiều cao gân khác nhau đến 

đáp ứng dao động của các tấm tròn. Kết quả chỉ ra rằng việc tăng chiều cao gân tăng 



67 
 

cứng ( sth  = h  tới 3h ) làm giảm biên độ dao động tương đối rõ rệt. Trường hợp chiều 

cao gân cao nhất ( sth  = 3h ) làm giảm biên độ dao động tốt nhất, cho thấy rằng các gân 

cao hơn làm kết cấu cứng hơn đáng kể. 

   (a)         (b)  

Hình 2.26. Ảnh hưởng của lõi rỗng lên đáp ứng dao động thời gian-biên độ của tấm 

tròn và chỏm cầu FG-GPLRC lõi rỗng có gân mạng nhện 

Hình 2.26 mô tả đáp ứng dao động biên độ - thời gian của chỏm cầu và tấm tròn 

FG-GPLRC lõi rỗng có gân mạng nhện, xét đến các giá trị khác nhau về cả hệ số rỗng 

và độ dày lõi rỗng. Trong Hình 2.26a, tác động của các hệ số rỗng khác nhau của lõi 

rỗng ( ce = 0.1, 0.2, 0.3) tới đáp ứng dao động của chỏm cầu được phân tích, khi hệ số 

rỗng tăng, biên độ dao động cũng tăng mạnh. Cụ thể, trường hợp ce = 0.3 thể hiện biên 

độ cao nhất, trong khi trường hợp ce = 0.1 thể hiện đáp ứng dao động giảm nhiều nhất. 

Ứng xử này cho thấy độ rỗng cao hơn dẫn đến độ cứng giảm, do đó tạo ra biên độ dao 

động cao hơn trong điều kiện tải trọng động. Trong Hình 2.26b, ảnh hưởng của bề dày 

lõi rỗng khác nhau ( cch  = 0.5h , 0.6h , 0.7h ) được nghiên cứu. Rõ ràng là lõi rỗng dày 

hơn ( cch  = 0.7h ) dẫn đến biên độ dao động thấp hơn, so với trường hợp lõi mỏng hơn.  

Hình 2.27 khảo sát tác động của nhiều thông số hình học và vật liệu khác nhau 

lên đáp ứng dao động thời gian-biên độ của các chỏm cầu FG-GPLRC có gân mạng 

nhện và các tấm tròn có lõi rỗng. Trong Hình 2.27a, ảnh hưởng của các quy luật phân 

bố GPL khác nhau lên đáp ứng dao động được trình bày. Có thể thấy rằng đường cong 

đáp ứng động của kết cấu thay đổi rất nhỏ khi thay đổi quy luật phân bố GPL. Hình 

2.27b nghiên cứu tác động của các tỷ phần khối lượng GPL khác nhau lên đáp ứng dao 

động của tấm tròn. Sự so sánh giữa các tỷ phần khối lượng 0%, 0.5% và 1% chứng minh 
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rằng việc tăng hàm lượng GPL dẫn đến giảm biên độ dao động. Hiện tượng này là do 

với tỷ lệ GPL cao hơn làm tăng độ cứng của vật liệu, làm giảm biến dạng của kết cấu. 

Trong Hình 2.27c, khi bán kính cơ sở ( oua ) của các chỏm cầu thay đổi, làm cho ứng xử 

dao động của kết cấu thay đổi. Cụ thể, khi bán kính cơ sở tăng từ 60h  đến 100h , biên 

độ dao động giảm, tức là các chỏm cầu lớn hơn thì cứng hơn và chống biến dạng tốt 

hơn. Hình 2.27d kiểm tra ảnh hưởng của bán kính cong của chỏm cầu ( cR ). Kết quả chỉ 

ra rằng bán kính cong lớn hơn dẫn tới biên độ dao động nhỏ hơn. 

                         

   (a)         (b)  

   (c)         (d)  

Hình 2.27. Ảnh hưởng của các thông số vật liệu và hình học đến đáp ứng dao động 

biên độ - thời gian của tấm tròn và chỏm cầu FG-GPLRC lõi rỗng có gân mạng nhện 

Hình 2.28 trình bày các đáp ứng dao động biên độ - thời gian của chỏm cầu và 

tấm tròn FG-GPLRC lõi rỗng có gân mạng nhện trong các điều kiện khác nhau, tập trung 

vào xem xét các thông số nền phi tuyến, hệ số cản, hiện tượng phách và tác động của 

nhiệt độ. Trong Hình 2.28a, các tác động của các độ cứng nền phi tuyến khác nhau ( 3nK

) tới đáp ứng dao động được trình bày. Ba giá trị độ cứng khác nhau (100 GN/m³, 0 
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GN/m³ và 50 GN/m³) được so sánh. Rõ ràng là khi độ cứng nền tăng, biên độ dao động 

giảm, thể hiện vai trò quan trọng của độ cứng nền trong việc giảm dao động của kết cấu. 

 

   (a)         (b)  

   (c)         (d) 

Hình 2.28. Đáp ứng dao động thời gian-biên độ của các tấm tròn và chỏm cầu FG-

GPLRC lõi rỗng có gân mạng nhện 

Hình 2.28b khảo sát ảnh hưởng của các hệ số cản (κ) khác nhau với đáp ứng dao 

động của các tấm tròn. Các giá trị của hệ số cản nằm trong khoảng từ 0 MNs/m³ đến 0.5 

MNs/m³. Khi hệ số cản tăng lên, biên độ dao động giảm đáng kể. Hình 2.28c thể hiện 

hiện tượng phách, kết quả của việc cho tần số cưỡng bức (Ω = 528 rad/s và Ω = 540 

rad/s) tiến sát tới tần số dao động tự nhiên ( 540 82  .  rad/s). Điều này dẫn đến các 

biên độ dao động cao và thấp xen kẽ theo thời gian, đặc trưng của hiện tượng phách 

trong các hệ động. Hình 2.28d nghiên cứu ảnh hưởng của sự thay đổi nhiệt độ đến các 

ứng xử dao động. Các đáp ứng được thể hiện cho ba mốc nhiệt độ khác nhau (ΔT = 0K, 

100K và 200K). Khi nhiệt độ tăng lên, biên độ dao động tăng lên, cho thấy nhiệt độ cao 

gây ra thêm ứng suất và biến dạng trong kết cấu. Điều này cho thấy rằng những thay đổi 

về nhiệt độ có ảnh hưởng đáng kể tới ứng xử dao động, đòi hỏi phải xem xét khi thiết 

kế các kết cấu chịu nhiệt độ cao. 
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2.4. Kết luận Chương 2 

Chương 2 đã nghiên cứu các ứng xử cơ nhiệt phi tuyến ổn định và động lực của 

chỏm cầu và tấm tròn FG-GPLRC và FG-GPLRC lõi rỗng được gia cường bởi hệ gân 

FG-GPLRC và FG-GPLRC lõi rỗng tương ứng với các quy luật phân bố vật liệu kết hợp 

của chỏm cầu/tấm tròn và gân tăng cứng, có và không có lớp áp điện. Hai trường hợp 

tải trọng cơ và nhiệt được xem xét trong cả hai trường hợp tĩnh và động. Lần đầu tiên, 

kỹ thuật san đều tác dụng gân của Lekhnitskii được phát triển thành công cho hệ gân 

tăng cứng mạng nhện hai vùng và ba vùng của chỏm cầu/tấm tròn. Các phương trình cơ 

bản của bài toán đã được thiết lập dựa trên lý thuyết vỏ cổ điển Donnell với tính phi 

tuyến hình học của von Karman. Bằng cách áp dụng phương trình Euler–Lagrange và 

kết hợp với hàm tiêu tán Rayleigh để mô tả hiệu ứng cản của cơ hệ, đã nhận được phương 

trình chuyển động phi tuyến của kết cấu. Liên hệ giữa tải trọng - độ võng tĩnh và tần số 

dao động tự do tuyến tính nhận được dưới dạng hiển, trong khi đó đáp ứng động lực của 

kết cấu thu được bằng phương pháp Runge-Kutta bậc bốn. 

Từ các ví dụ số, đã nhận được một số nhận xét đáng chú ý : 

-  Hiện tượng mất ổn định rẽ nhánh chỉ được quan sát đối với các tấm tròn FG-

GPLRC không gia cường dưới tác dụng của tải trọng nhiệt, còn hiện tượng này 

không xảy ra đối với các tấm tròn có gân tăng cứng và các chỏm cầu thoải có và 

không có gân tăng cứng. 

-  Hệ gân tăng cứng làm khả năng chịu tải của chỏm cầu thoải và tấm tròn FG-

GPLRC tăng đáng kể, đồng thời giảm hiện tượng snap-through của chỏm cầu thoải. 

-  Ảnh hưởng của các loại gân mạng nhện đến ứng xử sau mất ổn định được quan sát 

rõ ràng nhất trong trường hợp đường cong sau mất ổn định nhiệt của tấm tròn. 

- Gân mạng nhện cũng thể hiện ưu điểm vượt trội trong việc cải thiện tần số dao 

động tự do tuyến tính, giảm biên độ dao động và tăng ổn định động cho kết cấu. 

Trong đó gân kinh tuyến thể hiện hiệu quả vượt trội so với gân vĩ tuyến trong các 

bài toán được xem xét. 

-  Tác động của các thông số hình học, vật liệu, nền đàn hồi tới ứng xử ổn định và 

động lực của kết cấu là rõ rệt trong các ví dụ số. 
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CHƯƠNG 3. ỔN ĐỊNH VÀ ĐỘNG LỰC PHI TUYẾN 
CỦA PANEL FG-CNTRC VÀ FG-GRC CÓ ĐỘ CONG PHỨC TẠP 

VÀ GÂN TĂNG CỨNG TRỰC GIAO 
 

Trong công trình xây dựng, kết cấu panel được sử dụng phổ biến. Do đó, bài toán 

ổn định và động lực của dạng kết cấu này làm từ vật liệu composite truyền thống và tiên 

tiến được nhiều nhà khoa học tập trung nghiên cứu. Độ cong của panel được thiết kế 

theo các hàm độ cong phức tạp khác nhau nhằm đáp ứng các đòi hỏi ngày càng cao về 

khả năng chịu tải cũng như tính thẩm mỹ trong thiết kế kiến trúc. Ngoài ra, việc sử dụng 

gân tăng cứng để cải thiện khả năng chịu tải của panel là một giải pháp hiệu quả cần 

được tính đến.  

 Tuy nhiên, nghiên cứu và phân tích về ứng xử tĩnh và động của các panel 

composite có độ cong phức tạp có gân tăng cứng trong các công trình đã được công bố 

còn rất hạn chế. Chương này của luận án trình bày về ứng xử động và dao động phi 

tuyến của panel trụ, parabol, hình sin và được làm từ FG-CNTRC và FG-GRC được 

tăng cứng bằng gân FG-CNTRC và gân FG-GRC tương ứng có xét đến sự thay đổi nhiệt 

độ đều và các lớp áp điện. Ngoài ra, ảnh hưởng của nền đàn hồi phi tuyến tới ứng xử ổn 

định và động lực của panel cũng được xem xét một cách chi tiết. 

Kỹ thuật san tác dụng gân FG-CNTRC và FG-GRC [1, 6], và phương pháp 

Galerkin được áp dụng để ước tính hàm ứng suất cho các panel cong phức tạp. Các 

phương trình chủ đạo được xây dựng bằng cách sử dụng HSDT, các phương trình Euler-

Lagrange, và hàm tiêu tán của Rayleigh, từ đó nhận được các biểu thức cho phương 

trình chuyển động của các panel. Phương pháp Runge-Kutta và tiêu chuẩn Budiansky-

Roth được sử dụng để phân tích đáp ứng động phi tuyến và độ võng động tới hạn của 

các panel. Tác động của độ nâng của các panel, các thông số hình học, phân bố tỷ phần 

thể tích của CNT và Graphene, lớp áp điện và sự thay đổi nhiệt độ đều tới tần số cơ bản 

và ứng xử động phi tuyến của các panel được nghiên cứu và thảo luận. 

Nội dung chính của chương này đã được công bố trên 02 bài báo trên các tạp chí 

quốc tế ISI (SCIE), 01 bài báo đăng trên Tuyển tập công trình hội nghị cơ học toàn quốc 

và 01 bài đăng trên tạp chí Vietnam Journal of Mechanics (Bài báo số 2, 3, 6, và 7 trong 

danh mục các công trình đã công bố của tác giả liên quan đến luận án) 
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3.1. Thiết kế hình dạng và thông số vật liệu của panel có độ cong phức tạp FG-

CNTRC và FG-GRC 

Xét các panel trụ, parabol và hình sin có gân nằm trên nền đàn hồi, chịu tải trọng 

nén dọc trục và áp lực ngoài. Các thông số hình học của panel được biểu thị bằng độ 

dày h , chiều dài cạnh dọc a  và cạnh cong b  của panel. Thiết kế gân bao gồm hướng 

gân, các thông số hình học và vật liệu của gân được trình bày trong Hình 3.1. Giả sử 

rằng các panel thoải theo hướng chu vi, do đó, hệ tọa độ Đề các Oxyz  được sử dụng 

như trong Hình 3.1. 

Hình dạng mặt trung bình theo hướng cong của panel parabol và hình sin có thể 

biểu diễn theo các phương trình tương ứng như sau [1]: 

 
24

, sin .PPs SPs
y y

z y z
b b b

  
   

 
   (3.1) 

Bán kính hình học của panel parabol và hình sin theo hướng cong được xác định 

từ biểu thức (3.1), như sau [1]: 

 
3 2

3 2 2 2 2 222 4

4
2

16 2

8

/
/

cos
, .

sin
PPs SPs

y
bb y b b

R R
yb b
b


    

  
 

  

     (3.2) 

3.1.1. Mô hình panel FG-CNTRC có gân tăng cứng FG-CNTRC và có lớp áp điện 

Các panel trụ, parabol và hình sin tăng cứng bằng các gân hướng x - hoặc y - 

với lớp áp điện trong môi trường nhiệt chịu áp suất bên ngoài và tải nén dọc trục được 

xem xét. Các panel và gân làm bằng FG-CNTRC, trong đó nền Poly Methyl 

Methacrylate (PMMA) đẳng hướng được gia cường bằng CNT. Lớp áp điện được phủ 

trên bề mặt trên cùng của panel. 

Năm tổ hợp phân bố CNT của vỏ và gân bao gồm PZT/UD-UD, PZT/X-X, 

PZT/O-O, PZT/V-A và PZT/A-V, các thông số hình học của gân được mô tả trong Hình 

3.1. Hệ trục tọa độ Oxyz  có thể được áp dụng dựa trên giả định độ cong thoải của các 

panel.  

Trong chương này, CNT được sắp xếp theo hướng x  của các panel trụ (XC), 

parabol (XP) và hình sin (XS) hoặc theo hướng y  của các panel trụ (YC), parabol (YP) 

và hình sin (YS). Đối với các gân, CNT luôn được sắp xếp theo cùng hướng với các gân, 
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bao gồm các gân theo hướng x  (XS) hoặc các gân theo hướng y  (YS), hệ panel-gân 

thu được như sau 

- Đối với panel trụ: panel XC-XS, YC-XS, XC-YS và YC-YS. 

- Đối với panel parabol: panel XP-XS, YP-XS, XP-YS và YP-YS. 

- Đối với Panel hình sin: Panel XS-XS, YS-XS, XS-YS và YS-YS. 

 

Hình 3.1. Mô hình thiết kế và mô hình phân bố của CNT cho các panel có gân và lớp 

áp điện 
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Các quy luật phân bố tỷ phần thể tích của CNT theo bề dày của panel 

 2 2   vh h z h  được thể hiện thông qua các hàm đồng nhất hoặc tuyến tính, như 

sau: 
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và cho các gân  2 2 sth z h h   : 
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   (3.4) 

Quy tắc hỗn hợp mở rộng được chọn để dự đoán các hằng số đàn hồi hiệu dụng. 

Các công thức của mô đun Young, mô đun trượt và hệ số Poisson được xác định như 

trong biểu thức (1.3) và (1.7). Tương tự, hệ số giãn nở nhiệt theo hướng x  và y  cho 

panel và gân được xác định như trong biểu thức (1.6). 

3.1.2. Mô hình panel FG-GRC có gân tăng cứng trên nền đàn hồi Pasternak 

Panel trụ, parabol, và hình sin cùng với gân tăng cứng được chế tạo từ nhiều lớp 

GRC, với năm loại phân bố graphene bao gồm UD, FG-X, FG-V, FG-A và FG-O, đồng 

thời có ba cách sắp xếp graphene bao gồm (0)10T, (0/90)5T và (0/90/0/90/0)S.  



75 
 

Thiết kế phân bố graphene sheet của các gân tăng cứng được thể hiện trong Hình 

3.2. Xét panel và gân tăng cứng UD, tỷ lệ thể tích của graphene sheet là không đổi (

0 07 .GV ) cho tất cả mười lớp. Đối với panel/gân tăng cứng FG-A, tỷ phần thể tích của 

graphene sheet được tăng từ lớp trên xuống lớp dưới và ngược lại đối với panel/gân tăng 

cứng FG-V. Tỷ lệ thể tích của graphene sheet gồm 10 lớp được ký hiệu là 

[(0.11)2/(0.09)2/(0.07)2/(0.05)2/(0.03)2] và [(0.03)2/(0.05)2/(0.07)2/(0.09)2/(0.11)2] tương 

ứng cho panel/gân tăng cứng FG-V và FG-A. Tỷ lệ thể tích của graphene sheet thay đổi 

đối xứng từ bề mặt giữa của panel/gân tăng cứng, [0.11/0.09/0.07/0.05/0.03]S và 

[0.03/0.05/0.07/0.09/0.11]S được ký hiệu cho panel và gân tăng cứng FG-O và FG-X 

tương ứng. 

 

Hình 3.2. Mô hình vật liệu và hình học panel trụ, parabol và hình sin có gân tăng cứng 
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Theo trình bày trong chương 1, mô đun Young của các lớp GRC được dự đoán 

bằng cách sử dụng mô hình Hapin-Tsai mở rộng và hệ số giãn nở nhiệt được xác định 

bằng quy luật hỗn hợp mở rộng, như trong các biểu thức (1.13), (1.15) và (1.16). 

Trong chương này, các tính chất vật liệu của FG-CNTRC, FG-GRC và lớp áp điện 

đều được xem xét là phụ thuộc nhiệt độ. 

3.2. Cơ sở lý thuyết và kỹ thuật san tác dụng gân cải tiến 

Liên hệ ứng suất – biến dạng theo định luật Hooke có xét tới ứng suất nhiệt và điện 

được viết cho lớp vỏ FG-CNTRC và FG-GRC như sau: 
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   (3.5) 

và cho lớp áp điện như sau: 
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trong đó chỉ số trên k  có thể là CNTRC  hoặc GRC  để chỉ lớp FG-CNTRC hoặc GRC 

tương ứng, sự thay đổi nhiệt độ từ mốc nhiệt độ phòng được ký hiệu là T , và ijQ  là 

các độ cứng rút gọn, được tính toán theo các biểu thức: 

11 22 21 11
11 22 12

12 21 12 21 12 21

44 13 55 23 66 12

  
1 1 1


  

      

  

, , ,

, , .

k k k k
k k k

k k k k k k

k k k k k k

E E E
Q Q Q

Q G Q G Q G

       

     
11 22 21 11

11 22 122 2 2

12 12 12

44 55 66 12

  
1 1 1


  

     

  

, , ,

.

v v p v
v v v

v v v

v v v v

E E E
Q Q Q

Q Q Q G

      



77 
 

Trong chương này, PZT-5A cũng được lựa chọn cho lớp áp điện, nhưng khác 

chương 2, các tính chất vật liệu được xem xét phụ thuộc vào nhiệt độ, như sau 

110 220 63 v vE E GPa, 120 24 2 .vG GPa, 12 0 3  .v , 6
110 220 0 9 10    .v v /K, 7600 v

kg/m3, 111 221 0 0005   .v vE E , 121 0 0002  .vG , 111 221 0 0005    .v v , 10
31 32 2 54 10  .d d

m/V và: 
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Theo HSDT, liên hệ giữa biến dạng và chuyển vị của panel trụ, parabol và hình 

sin, có tính đến độ võng không hoàn hảo và thành phần phi tuyến theo độ võng, có thể 

được biểu diễn như sau: 
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trong đó: 
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      (3.9) 

 Các thành phần lực giãn, mômen, và mômen bậc cao của các thành phần nội lực 

cơ, nhiệt và điện của panel trụ, parabol và hình sin có thể thu được bằng cách tích phân 

các phương trình định luật Hooke (3.5), (3.6), và kết hợp với kỹ thuật san tác dụng gân 

dị hướng dành cho gân làm bằng FG-CNTRC và FG-GRC [1, 6] trong khuôn khổ của 

HSDT, nhận được như sau: 
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trong đó  24 3 ,h  các thành phần , , , ,ij ij ij ij ijA B C D F và ijL  là các độ cứng của panel 

trụ, panel parabol và panel hình sin có gân, được xác định bằng cách tính tổng độ cứng 

của các vỏ panel và gân tăng cứng, như sau: 

      , , , , , , , , , , , , , , , ,sh sh sh sh sh sh st st st st st st
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với: 
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0 0 0

0 0

     
           
          



st st st

st st st

st st st

A B D A B D A B D

B C F B C F B C F

D F L D F LD F L

A B D

A B D

B C F

B C F

D F L

1

12 12 12

12 12 12

22 12 12 12

22 66 66

0 0 0

0 0 0

0

0 0 0 0 0 0


   
   
   
   
   
   
   
   

     

,

A B D

B C F

D F L

D F L

  (3.12) 

với: 

     
2

2 3 4 6

2

1 1 2 6



 , , , , , , , , , , , , , , .
sth h

stst
ij ij ij ij ij ij ij

st h

b
A B C D F L Q z z z z z dz i j

d
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Tương tự, nội lực nhiệt và điện của panel có gân có thể được tính như sau: 

     
     

1 2 4 1 2 4 1 2 4

1 2 4 1 2 4 1 2 4

          

          

, , , , , , ,

, , , , , , ,

sh sh sh st st st
x x x x x x x x x

sh sh sh st st st
y y y y y y y y y

  (3.13) 

trong đó: 

     

  

2 11 31 12 32 3
1 2 4

2

2

3
11 11 12 22

2

1

1

 






   

    





, , , ,

, , ,

v v
h hv esh sh sh

x x x
h v

h
sh sh sh sh

h

Q d Q d V
z z dz

h

T Q Q z z dz

 

     

  

2 12 31 22 32 3
1 2 4

2

2

3
12 11 22 22

2

1

1

 






   

    





, , , ,

, , ,

v v
h hv esh sh sh

y y y
h v

h
sh sh sh sh

h

Q d Q d V
z z dz

h

T Q Q z z dz

 

và: 

    

    

2

3
1 2 4 11 11 12 22

2

2

3
1 2 4 12 11 22 22

2

1

1

 

 





     

     





, , , , ,

, , , , .

stXD

stYD

h h

st st st stXD stXD stXD stXDstXD
x x x

stXD h

h h

st st st stYD stYD stYD stYDstYD
y y y

stYD h

b
T Q Q z z dz

d

b
T Q Q z z dz

d

 

Lực cắt và lực cắt bậc cao ,x yQ Q và ,x yS S được trình bày như sau: 

44 44

55 55

44 44

55 55

0 0

0 0

0 0

0 0
,

,

,

x xz

y yz

x x x

y y y

Q H I
Q H I

I JS w

I JS w

    
               
    

        

          (3.14) 

trong đó: 

       4 5  , , , , , , , , ,sh sh sh st st st
ij ij ij ij ij ij ij ij ijH I J H I J H I J i j  

với: 

       
2 2

2 4 2 4

2 2

1 1
 

  , , , , , , , , , ,
h h

sh sh sh sh st st st stst
ij ij ij ij ij ij ij ij

sth h

b
H I J Q z z dz H I J Q z z dz

d
 

 Phương trình tương thích thu được từ phương trình (3.9), như sau: 



80 
 

 
2 2          , * * *

, , , , , , , , , , , , .xx
x yy y xx xy xy xy xx yy xx yy xy xy xx yy

w
w w w w w w w w w

R y
(3.15) 

 Hàm ứng suất  ,x y  có thể được đưa ra đáp ứng các điều kiện sau: 

           , , ,, , .x yy xy xy y xxN N N         (3.16) 

Kết hợp các biểu thức lực, mômen (3.10) và điều kiện (3.16), biến đổi phương 

trình tương thích biến dạng (3.15) và viết lại dưới dạng: 

   
   
   

 

22 66 12 11 21 21

66 11 11 66 66 22 22 66

12 12 21 11 22 66

2
12

2

2

* * * * * *
, , , ,

* * * * * * * *
, ,

* * * * * *
, , ,

,*
, , , ,

xxxx xxyy yyyy x xxx

x xyy y xxy

y yyy xxxx xxyy

xx
yyyy xy xx yy

A A A A B C

C C B B C C B B

B C C w C C C w

w
C w w w w

R y

          

           

      

     2 0* * *
, , , , , , .xx yy xy xy xx yyw w w w w w  

(3.17) 

trong đó: 

2
11 22 12 11 22 12 12 22 11 66 66

11 11 11 12 12 12 11 12 12 22 21 22 12 12 11

22 22 22 12 12 66 66 66 11 11 11 12 12

12 11 12 12 22 21

1          

     

    

  

* * * *

* * * * * * * * *

* * * * * * * *

* * * *

, , , , ,

, , ,

, , ,

,

A A A A A A A A A A A

B A B A B B A B A B B A B A B

B A B A B B A B D A D A D

D A D A D D A22 12 12 11 22 22 22 12 12 66 66 66   * * * * * * *, , ,D A D D A D A D D A D

 

3.3. Điều kiện biên, xấp xỉ hàm ứng suất và phương trình Euler-Lagrange 

 Xét các điều kiện biên sau: 

 Điều kiện biên 1: panel trụ, parabol và hình sin được giả định đặt trên các gối di 

động ở bốn cạnh và có thể di chuyển tự do theo hướng x và y (FFFF), như sau: 

00 0 00 0

00 00 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
, , ,, ,

, ,, , ,

, , , , , ,

, , , , , .

xy x x y x x xx a x a x ax a x a

xy y y x y yy b y by b y b y b

w N M T N N hP

w N M T N N
   

   

        

       
 (3.18) 

  Điều kiện biên 2: panel trụ, parabol và hình sin được giả định đặt trên gối ở bốn 

cạnh, có thể di chuyển tự do ở hai cạnh 0,x x a   (gối di động) và không thể di chuyển 

ở hai cạnh 0,y y b  (gối cố định) (FIFI), như sau: 

00 0 00 0

00 00 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
, , ,, ,

, ,, ,

, , , , , ,

, , , , , .
xy x x y x x xx a x a x ax a x a

y y x y yy b y by b y b

w N M T N N hP

w v M T N N
   

  

        

      
 (3.19) 

 Để thỏa mãn điều kiện biên gối tại 4 cạnh, các dạng nghiệm của độ võng, góc 

quay và độ võng không hoàn hảo của panel được chọn là: 
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*sin sin , sin sin

cos sin , sin cos ,x x y y

w W x y w h x y

x y x y

      
         

   (3.20) 

trong đó   là độ không hoàn hảo của panel,  ,m a n b      ; m  và n  lần lượt là số 

nửa sóng theo hướng dọc và cong. Do kết cấu gặp bất lợi nhất trong trường hợp dạng 

của độ võng không hoàn hảo giống với dạng của độ võng, nên chương này chọn dạng 

của độ võng không hoàn hảo giống với dạng của độ võng. Cũng lưu ý rằng dạng nghiệm 

(3.20) không thỏa mãn một cách chính xác các điều kiện biên, tuy vậy nhiều nghiên cứu 

chỉ ra rằng sai số nhỏ này không làm ảnh hưởng đáng kể đến kết quả của bài toán. 

Do độ cong phức tạp trong phương trình tương thích (3.17) nên không thể tìm 

được chính xác dạng hàm ứng suất của panel hình sin và panel parabol. Trong chương 

này, dạng hàm ứng suất của panel hình sin và panel parabol cũng được chọn giống dạng 

chính xác của panel trụ bao gồm các thành phần tuyến tính và phi tuyến: 

2 2
1 2 3 0 0

1 1
2 2

2 2
cos cos sin sin .y xx y x y N x N y                 (3.21) 

Một kỹ thuật gần đúng để xác định dạng hàm ứng suất cho panel parabol và panel 

hình sin có thể được thực hiện bằng cách thế các phương trình (3.20), (3.21) vào (3.17) 

rồi áp dụng phương pháp Galerkin, dẫn tới: 

0 0 0 0 0 0

2  0 2  0  0cos , cos , sin sin .
b a b a b a

x dxdy y dxdy x y dxdy             (3.22) 

dẫn đến: 

 
 

1 11 12

2 21 22

31 32 33 3

2

2

    

   

 



   ,

,

,

x y

V W W h V W

V W W V W

V V V W

h     (3.23) 

trong đó: 

   

       

     

2 2

11 212 2
22 11

2 2 2 2 2 2
2 3 1 2

12 3 6 3 2 4 2 2
22 22

2 2
2 3 1 3

22

32 32

1 1 1 1

8 12 9

72 128

8 12 9

 
 

 

       

           
     

          

* *

, , , , , , , ,

* *

, , , , , , ,

, ,

,
m n

m n

n m m nc p s c p s c p s c p s

m n

n m m nc p s c p s c p s c p

V V
A A

R R R ab R a b
V

a b A a bA

R R R ab R
V

 
2 2 2 2

3 2 3 6 4 2 2
11 1172 128

 

     
,

* *

s

m n

a b

a b A ab A
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    
   

2 2
266 11 11 66 21 21

31 1 24 2 2 4 2
22 12 66 112 2 2 2

              
      

* * * * * *

* * * *
, ,c

D D B B D B ab
V R

A A A A b
 

    
   

2 2
66 22 22 66 12 12

32 2 3 24 2 2 4 2
22 12 66 11

2

2 3 2

              
        






* * * * * *

* * * *
, ,m n

c c

D D B B D B
V R R

A A A A b
 

 
 

      
   

4 2 2 4
21 11 22 66 12

33 4 2 2 4
22 12 66 11

1 2 3

4 2 2 4 2 2 2 2 2 2
22 12 66 11

2

2

36 24

2 9 16

      


    

      
           

* * * * *

* * * *

, , , , , ,

* * * *
,

m nc p s c p s c p s

n m

D D D D D
V

A A A A

R ab R R

A A A A a b

 

 
 

 
 

 
 

2
2

1 2 3

0 0 0

1 1 2

2 3

   
         , , ,

, , ,

sin sin sin cos
, , ,

b b b

m mp s p s p s
p s p s p s

y y y y
R a dy R dy R dy

R R R
 

với , ,c p s  là ký hiệu cho panel trụ, parabol và hình sin tương ứng. 

Hàm ứng suất có thể thu được chính xác với biểu thức (3.22) trong trường hợp panel trụ. 

Đối với điều kiện biên thứ hai (FIFI), điều kiện cố định ở hai cạnh 0,y y b 

được biểu diễn dưới dạng trung bình, như sau: 

 11 12 13 14 15 16 0 17

0 0

02, ,x x y

b

y

a

yv d W Wd W Nx y h P h                 
(3.24) 

trong đó: 

 
 

 

 

2 2 2 2
33 22 33 12 21 22 2

11 144

2 2
31 22 21 21 31 12

12 15 12 16 22

2 2
32 12 22 22 32 22

13 17 12 22

1

8

        
       



       
      



              


 
 



* * * *

, ,

* * * *

* *

* * * *

*

,

, ,

,

,

,

m n

c p s

m n

m n

Tx

V A V A D D
R a b

V A D B V A
baA baA

V A D B V A
ab A N A * ,TyN

 

   
 

4 422
0

2

2
,

,

sin
, .

b
m n m

c p s
p s

y
R R dy

Rb

   
 

   
 

  

Năng lượng biến dạng của panel, công do ngoại lực thực hiện có xét đến tương 

tác giữa panel và nền đàn nhớt được tính như sau: 
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 

2 31 32
11 22

2 0 0
12

1

2


    
             

      
          

  ,
h e eb a

x x y y
v vin

h
xy xy xz xz yz yz

d V d V
T T

h h dxdydz

T

 (3.25) 

 1 2

0 0 0 0

2

0

0 0

1

2

2

         

 
     

 

   

 

, ,

, *
, , ,

b a b a

ext xx yy

b a
x

x x x x

qwdxdy w K w K w w dxdy

w
N w w dxdy

  (3.26) 

Giả sử rằng các thành phần động năng theo hướng x và y là rất nhỏ so với thành 

phần động năng theo hướng z, dẫn tới: 

2

2

2 0 0

1

2


     , .
h b a

T t

h

w dxdydz      (3.27) 

Hàm Lagrange được biểu diễn dưới dạng: 

   .T in ext      (3.28) 

Thế năng cản của kết cấu sử dụng hàm tiêu tán Rayleigh được biểu diễn dưới 

dạng: 

2

0 0

1

2
   .

b a

D w dxdy       (3.29) 

trong đó   là hệ số cản của cơ hệ. 

Có thể áp dụng các phương trình Euler-Lagrange kết hợp với hàm tiêu tán 

Rayleigh như sau: 

0

0 0

          
     

             

 

 

,

, .
x x y y

d D
dt W W W

d d
dt dt

   (3.30) 

dẫn đến: 
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x x y
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W h W h W N N h W N

q W W

              
 

       

      
  (3.31) 

 22 23 24 25 0 22 6 0 271 02 ,x y x yW L L L W h W L N L N L           (3.32) 
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 23 23 24 25 0 26 0 2713 2 0,x y x yW L W h W N N              (3.33) 

trong đó: 
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Đối với các trường hợp panel FFFF, các điều kiện 0 0yN  và 0x xN P h  được 

áp dụng vào các phương trình (3.31-3.33). Ngoài ra, đối với các trường hợp panel FIFI, 

các ràng buộc biên được áp dụng bằng cách kết hợp phương trình (3.24) với (3.31-3.33), 

phương trình (3.31-3.33) có thể được viết lại thành: 
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 (3.34) 
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 (3.35) 
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x y

xP

W L

W hW h

(3.36) 

trong đó 0  đối với panel FFFF và 1   với panel FIFI. 

Bằng cách giải ,x y   từ (3.35) và (3.36), sau đó thế chúng vào (3.34), phương 

trình chuyển động của panel nhận được: 
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trong đó: 
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Bỏ qua các thành phần phi tuyến, thành phần cản, tải cưỡng bức và độ không 

hoàn hảo trong biểu thức (3.37), thu được phương trình dao động tự do tuyến tính. Tiếp 

theo, tần số dao động tự do tuyến tính của panel hoàn hảo tìm được như sau: 

 18 32 1911 12

4

34

2

.mn

   


  


 
    (3.38) 

Để phân tích dao động cưỡng bức, tải điều hòa được xem xét dưới dạng hàm sin 

theo thời gian sinq Q t  . 

Thế dạng nghiệm điều hòa  sinW t    vào phương trình (3.37), đưa vào tham 

số tần số không thứ nguyên  mn  và áp dụng phương pháp cân bằng điều hòa, mối 

quan hệ biên độ-tần số của dao động cưỡng bức phi tuyến thu được sau một số phép 

biến đổi toán học đơn giản, như sau: 
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(3.39) 

Phương trình (3.39) là mối quan hệ biên độ-tần số ở dạng tường minh, vì vậy, có 

thể sử dụng phương trình này để xác định các đường cong biên độ-tần số tự do và cưỡng 

bước của panel. 

Liên hệ tải trọng-độ võng sau mất ổn định tĩnh có thể nhận được bằng cách bỏ 

qua các thành phần cản và quán tính trong biểu thức (3.37). 

Đối với panel FFFF, hoàn hảo, không gân và đối xứng, bằng cách bỏ qua các 

thành phần quán tính, cản, độ không hoàn hảo và các thành phần phi tuyến trong biểu 

thức (3.37), tải mất ổn định tĩnh của panel nhận được bằng cách cho 0W , như sau: 

11 12

17

.xupperP
h

 



     (3.40) 

Phương trình (3.37) là phương trình vi phân phi tuyến bậc hai theo thời gian, 

được giải bằng cách sử dụng phương pháp Runge-Kutta bậc bốn để thu được đáp ứng 

động của panel. 

Đối với phân tích mất ổn định động, tải nén dọc trục được xem xét như một hàm 

tuyến tính theo thời gian xP t  , với tốc độ tải lớn (Pa/s). 

Thời điểm tới hạn dyn
crt  được xác định bằng cách áp dụng tiêu chuẩn Budiansky-

Roth, tại điểm uốn trong vùng mất ổn định của đường cong đáp ứng động, tức là: 

2

2
0



 .
dyn
crt t

d W

dt
     (3.41) 

Tải tới hạn động được xác định bởi .dyn dyn
cr crP t   

3.4. Kết quả số và thảo luận 

3.4.1. Kết quả so sánh 

Để kiểm nghiệm lại các kết quả đã thu được ở trên, các so sánh tần số không thứ 

nguyên của các panel XC FG-CNTRC không gân với nghiên cứu của Shen and Xiang 

[131] được trình bày trong Bảng 3.1. Các kết quả phù hợp với sự khác biệt nhỏ giữa kết 

quả của luận án và của tác giả khác. 
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Bảng 3.1. So sánh tần số không thứ nguyên  2
mn M Ma h E     đối với panel XC 

FG-CNTRC không gân (FFFF, 1h  mm, 20b h  , 0 5.a R  , 1a b  , 0T K  , 

1m n  ). 

*
CNTV  Nguồn UD FG-X FG-V FG-A 

0.12 
Shen and Xiang [131] 16.5485 20.4249 14.8046 15.0880 

Luận án 16.5749 18.7735 14.8249 14.6058 

0.17 
Shen and Xiang [131] 20.4005 25.1015 18.2180 18.4493 

Luận án 20.4326 23.1967 18.2509 17.9783 

0.28 
Shen and Xiang [131] 23.9878 30.0123 21.4053 22.2429 

Luận án 24.0243 26.9747 21.4730 21.3058 

Bảng 3.2. Các thông số tần số cơ bản  2
0 0mn mn a h E    của panel trụ FG-GRC 

không gân ((0/90/0/90/0)S, FFFF, 1a b  , 2h  mm, a R= 0.5, b h = 20, 1m n  )  

T (K) Phân bố Shen và các cộng sự [136] Luận án 

300 

UD 38.0071 38.0804 

FG-X 39.5231 39.6005 

FG-V 34.6249 34.6964 

FG-Λ 36.2314 36.3017 

FG-O 33.8763 33.9400 

400 

UD 35.3452 35.4113 

FG-X 36.4831 36.5527 

FG-V 32.7796 32.8433 

FG-Λ 33.3561 33.1578 

FG-O 31.4769 31.5344 

Trong Bảng 3.2, kết quả của luận án về tần số cơ bản không thứ nguyên được so 

sánh với kết quả của Shen và các cộng sự [136] của panel trụ FG-GRC (0/90/0/90/0)S 

trong môi trường nhiệt. Tiếp theo, đáp ứng dao động phi tuyến của panel trụ FGM 

sandwich được so sánh với kết quả của Đặng Thùy Đông và Đào Văn Dũng [32] trong 

Hình 3.3. Có thể thấy rằng, các kết quả nhận được đều cho thấy với những khác biệt rất 

nhỏ giữa kết quả của luận án và kết quả trước đó. 
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Hình 3.3. So sánh đáp ứng dao động phi tuyến của panel trụ FGM sandwich với Đặng 

Thùy Đông và Đào Văn Dũng [32] 

3.4.2. Bài toán 1: Ổn định và động lực phi tuyến của panel FG-CNTRC có gân tăng 

cứng và lớp áp điện 

 Ở bài toán này, các ví dụ số được nghiên cứu với vật liệu nền Poly(methyl 

methacrylate) (PMMA) được gia cường bằng CNT và PZT-5A được chọn cho các lớp 

áp điện. Các tính chất vật liệu của nền, CNT và PZT-5A được chọn theo các công trình 

trước đây (Wang và Shen [161, 162]; Shen [123]). Mô hình kết cấu và vật liệu được 

chọn như trong mục 3.1.1.  

Hình 3.4 thể hiện tác động của hướng đặt gân, quy luật phân bố và tỷ phần thể tích 

CNT, độ nâng, nhiệt độ môi trường và khoảng cách gân tới đường cong sau mất ổn định 

tĩnh của panel chịu áp lực ngoài. Trong Hình 3.4a có thể thấy ảnh hưởng của gân FG-

CNTRC và hướng của gân , rõ ràng rằng khả năng chịu tải của panel có gân vượt trội so 

với panel không gân cả ở miền độ võng lớn và miền độ võng nhỏ, trong cả trường hợp 

panel hoàn hảo và không hoàn hảo. Tác động của các quy luật phân bố CNT được thể 

hiện trong Hình 3.4b. Panel có quy luật phân bố loại 4 thể hiện vượt trội khi xét tới khả 

năng chịu tải so với các quy luật phân bố khác khi phần lớn CNT tập trung ở bề mặt trên 

cùng của panel và mặt dưới cùng của gân, sự phân bố CNT này cải thiện vượt trội độ 

cứng của hệ panel và gân.  

Ngược lại với quy luật phân bố loại 5, khi phần lớn CNT tập trung ở vùng giữa hệ 

panel và gân, khả năng chịu tải của hệ giảm rất mạnh. Hình 3.4c khảo sát ảnh hưởng của 

độ nâng tới khả năng chịu tải của panel chịu áp lực ngoài. Như quan sát được trên hình, 

khi độ nâng tăng, đường cong sau mất ổn định được nâng cao rõ ràng trong cả trường 
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hợp vỏ có gân và không gân. Cũng có thể thấy rằng ảnh hưởng của độ nâng rõ ràng hơn 

đáng kể trong trường hợp panel không gân. Tỷ phần thể tích của CNT cũng ảnh hưởng 

rất mạnh tới ứng xử sau mất ổn định của panel chịu áp lực ngoài như thể hiện trong Hình 

3.4d. Khi tỷ phần thể tích CNT tăng lên thì khả năng chịu tải của panel tăng vượt trội, 

đặc biệt ở vùng độ võng lớn.  

   (a)         (b) 

   (c)         (d) 

Hình 3.4. Ảnh hưởng của hướng của gân, quy luật phân bố và tỷ phần thể tích CNT, 

độ nâng, nhiệt độ môi trường, và khoảng cách gân tới đường cong sau mất ổn định tĩnh 

của panel chịu áp lực ngoài 

Ảnh hưởng của loại panel, hướng của gân, quy luật phân bố và tỷ phần thể tích 

CNT, độ nâng và nhiệt độ môi trường tới đường cong sau mất ổn định tĩnh của panel 

chịu nén dọc trục được khảo sát trong Hình 3.5. Ảnh hưởng rất nhỏ của loại panel tới 

ứng xử sau mất ổn định của panel chịu tải nén dọc trục có thể thấy như trong trong hình 

3.5a. Tuy nhiên, đường cong sau mất ổn định của panel hình sin vẫn hơn một chút so 

với hai loại panel còn lại.  

Các xu hướng trái ngược của đường cong sau mất ổn định của panel không gân, 

có gân theo phương x và phương y với hai hướng đặt CNT có thể quan sát được trong 
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hình 3.5b, trong khảo sát này, đường cong sau mất ổn định của panel có thể xác định ở 

miền độ võng âm và dương. Hình 3.5c và 3.5d khảo sát ảnh hưởng của quy luật phân bố 

và tỷ phần thể tích của CNT tới ứng xử sau mất ổn định của panel chịu nén dọc trục. 

Ảnh hưởng rõ rệt và thứ tự của khả năng chịu tải sau mất ổn định của panel có thể quan 

sát được tương ứng với trường hợp panel chịu áp lực ngoài. 

   (a)         (b) 

   (c)         (d) 

Hình 3.5. Ảnh hưởng của loại panel, hướng của gân, quy luật phân bố và tỷ phần thể 

tích CNT, độ nâng và nhiệt độ môi trường tới đường cong sau mất ổn định tĩnh của 

panel chịu nén dọc trục 

Bảng 3.3 cho thấy tải trọng mất ổn định tới hạn tĩnh và động của các panel XC, 

XP và XS hoàn hảo không gân theo các quy luật phân bố FG-X, UD và FG-O. Tải trọng 

nén dọc trục được xem xét ở bài toán này có dạng hàm tuyến tính theo thời gian. Rõ 

ràng, tải trọng mất ổn định tới hạn tĩnh nhỏ hơn tải trọng mất ổn định tới hạn động và 

khi tốc độ tải tăng, tải trọng mất ổn định tới hạn động cũng tăng. Như có thể thấy, phân 

bố FG-X hiệu quả hơn các loại phân bố FG-O và UD khi xem xét tải trọng mất ổn định 

tới hạn động. Ngoài ra, tải trọng mất ổn định tới hạn động của các panel XS không gân 

lớn hơn một chút so với các panel XC và XP không gân. 
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Bảng 3.3. Tải trọng tới hạn mất ổn định động (MPa) của các panel FG-CNTRC không 

gân và không có lớp áp điện (FFFF,  =0, 1 5  . h , h =2mm, 20a b h  , *
CNTV =0.12, 

T =200K, 1m n  ). 

 Kiểu Tĩnh 
Động 

 = 1 (GPa /s)  = 2 (GPa /s)  = 3 (GPa /s) 

UD 

Panel XS 167.579 171.700 174.120 176.310 

Panel XP 159.818 163.900 166.600 168.540 

Panel XC 159.723 163.800 166.420 168.810 

FG-X 

Panel XS 209.174 213.300 216.000 218.280 

Panel XP 201.410 205.500 208.200 210.300 

Panel XC 201.315 205.400 208.000 210.690 

FG-O 

Panel XS 112.104 116.200 118.660 120.810 

Panel XP 104.340 108.400 111.140 113.280 

Panel XC 104.245 108.300 110.980 113.010 

Đáp ứng mất ổn định động của các panel XC, XP và XS hoàn hảo không gân 

dưới tải trọng nén dọc trục được xem xét trong Hình 3.6a. Có thể thấy các vùng mất ổn 

định động của các panel và biên độ cực đại của vùng mất ổn định của panel XS không 

gân nhỏ hơn đáng kể so với các panel XC và XP không gân. Các tác động của sự gia 

tăng mặt phẳng giữa lên đáp ứng mất ổn định động của các panel XS không gân được 

thể hiện trong Hình 3.6b. Rõ ràng, tải trọng mất ổn định tới hạn động của các panel tăng 

lên đáng kể và độ võng cực đại của vùng mất ổn định giảm khi sự gia tăng mặt phẳng 

giữa tăng lên. Hình 3.6c và 3.6d thể hiện đáp ứng mất ổn định động của các panel XS 

có gân và không gân . Trong khi các vùng mất ổn định động của các panel không gân 

được thể hiện là khá rõ ràng (có lớp áp điện) và rất rõ ràng (không có lớp áp điện), thì 

vùng mất ổn định động dường như không thể quan sát được đối với các panel có gân. 

Hình 3.7a và 3.7b cho thấy tác động của các quy luật phân bố CNT lên đáp ứng 

mất ổn định động của các panel XS hoàn hảo không gân có và không có lớp áp điện. 

Vùng mất ổn định không xuất hiện trong trường hợp của các panel FG-V và FG-A trong 

cả hai trường hợp được xem xét. Ngoài ra, trong trường hợp của các panel có lớp áp 

điện, vùng mất ổn định không được hiển thị rõ ràng và ngược lại trong trường hợp của 

các panel không có lớp áp điện. Tác động của mô hình phân bố CNT lên đáp ứng mất 
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ổn định động của các panel có gân thể hiện ở Hình 3.7c. Một lợi thế nổi bật trong việc 

giảm biên độ đáp ứng mất ổn định động có thể được thấy đối với các panel PZT/V-A và 

ngược lại với panel PZT/A-V . 

   (a)         (b) 

   (c)         (d) 
Hình 3.6. Ảnh hưởng của loại panel, độ nâng mặt phẳng giữa và hướng của gân đến 

đáp ứng mất ổn định động của panel có và không gân 

Tác động của phân bố CNT, CNT và hướng của gân của các panel C, P và S có 

và không gân lên tần số cơ bản được chỉ ra ở Bảng 3.4. Với panel không gân, tần số cơ 

bản của panel XC và panel YC là như nhau, trong khi tần số cơ bản của panel XS và 

panel XP lớn hơn một chút so với tần số cơ bản của panel YS và panel YP. Từ đó cho 

thấy tác động của hướng CNT không lớn tới tần số cơ bản đối với các panel không gân. 

Tần số cơ bản của panel có gân cao hơn nhiều so với các panel không gân.  

Ngoài ra, tần số cơ bản của các panel có cùng hướng của CNT và gân (panel X 

có gân XD và panel Y có gân YD) lớn hơn tần số của các panel có hướng vuông góc 

của CNT và gân (panel X có gân YD và panel Y có gân XD). Trong ba loại panel (panel 

C, P và S), tần số lớn nhất có thể thấy được với panel S cả khi có và không gân. Năm tổ 

hợp phân bố CNT cũng được tính đến trong bảng này, tần số cơ bản lớn nhất thu được 

với phân bố PZT/X-X cho các panel không gân. Ngược lại, do các phân bố CNT được 
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xem xét cho panel và gân, đối với các panel có gân, tần số cơ bản lớn nhất khi phân bố 

PZT/V-A. 

 
(a) 

   (b)         (c) 
Hình 3.7. Ảnh hưởng của quy luật phân bố CNT và mô hình phân bố của CNT đến 

đáp ứng mất ổn định động của các panel có và không gân. 

Ứng xử động của các panel FG-CNTRC có gân được đề cập trong Hình 3.8a. Với 

cùng một độ nâng mặt phẳng giữa  , có thể thấy được sự khác biệt nhỏ về biên độ dao 

động cho ba loại panel và biên độ của panel có gân XS-XD nhỏ hơn một chút so với hai 

panel còn lại. Có thể thấy được tác động của gân lên biên độ dao động của panel XP 

trong Hình 3.8b, biên độ dao động của panel XP giảm đáng kể khi có gân và gân XD 

hiệu quả hơn gân YD.  

 Tác động của tỷ lệ thể tích CNT lên ứng xử dao động của panel có gân YC-YD 

được nghiên cứu trong Hình 3.8c. Rõ ràng, biên độ dao động của các panel giảm mạnh 

khi tỷ lệ thể tích CNT tăng. Tác động của các tổ hợp phân bố khác nhau được xem xét 

lên ứng xử dao động của panel có gân XS-XD được trình bày trong Hình 3.8d. Có thể 

thấy, biên độ dao động của panel có gân PZT/V-A là nhỏ nhất, ngược lại, panel có gân 

PZT/A-V là lớn nhất. 
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Bảng 3.4. Ảnh hưởng của mô hình phân bố CNT và hướng của gân lên tần số cơ bản 

mn  (rad/s) của panel (FFFF,  =0, 1 5  . h , h =2.5mm, vh =0.5mm, 20a b h  , 

*
CNTV =0.12, T =200K, eV =500V, 1m n  , 1 2.stXD stYDh h h  , stXD stYDb b h  , 

8stXD stYDd d a  ). 

  PZT/UD-UD PZT/X-X PZT/O-O PZT/V-A PZT/A-V 

Không 

gân 

Panel XS 20518.06 22003,98 18844.92 18913.48 20322.61 

Panel XP 20160.00 21669.89 18455.02 18517.40 19967.99 

Panel XC 20148.96 21659.56 18443.02 18504.69 19957.54 

Panel YS 20328.33 21827.41 18637.92 18710.39 20128.16 

Panel YP 20161.50 21671.31 18456.64 18519.30 19969.25 

Panel YC 20148.96 21659.56 18443.02 18504.69 19957.54 

Gân 

XD  

Panel XS 36889.80 37583.02 36068.64 40820.22 30860.34 

Panel XP 36677.15 37373.89 35851.44 40626.38 30606.85 

Panel XC 36672.84 37369.61 35847.05 40622.31 30601.77 

Panel YS 33755.70 34724.93 32518.80 33957.58 31569.59 

Panel YP 33632.28 34602.33 32393.12 33834.99 31436.52 

Panel YC 33632.22 34602.01 32393.30 33834.94 31436,35 

Gân 

YD 

Panel XS 33554.26 34431.90 32402.35 33660.64 31497.84 

Panel XP 33473.60 34350.33 32321.54 33579.71 31411.26 

Panel XC 33473.88 34350.32 32322.11 33579.94 31411.50 

Panel YS 37023.70 37812.54 36098.01 41250.74 30734.74 

Panel YP 36964.40 37753.93 36037.57 41195.28 30664.56 

Panel YC 36960.33 37749.89 36033.43 41191.40 30659.78 

Hiệu ứng gây ra của điện áp của lớp áp điện và độ dày của lớp áp điện lên ứng 

xử dao động của panel có thể thấy được ở Hình 3.9a và 3.9b. Sự khác biệt nhỏ trong 

biên độ dao động của các panel được thể hiện khi áp dụng các giá trị điện áp khác nhau, 

trong khi đó, có thể quan sát thấy sự thay đổi lớn trong biên độ dao động của các panel 

khi độ dày của lớp áp điện thay đổi. Hiện tượng phách có thể được quan sát thấy trong 

Hình 3.9c khi tần số cưỡng bức tiếp cận tần số cơ bản của các panel có gân YP-YD trong 

cả hai trường hợp khi tần số cưỡng bức lớn hơn và nhỏ hơn tần số cơ bản. Việc tăng 
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chiều dài các cạnh của panel cũng làm tăng đáng kể biên độ dao động của panel có gân 

XP-XD như thể hiện ở Hình 3.9d, biên độ dao động tăng đáng kể khi chiều dài của các 

cạnh dọc và cạnh vòng tăng.  

   (a)         (b) 

   (c)         (d) 
Hình 3.8. Ảnh hưởng của loại panel, gân, tỷ lệ thể tích CNT và mô hình phân bố CNT 

đến đáp ứng dao động của panel. 

Đường cong độ võng-vận tốc của panel có gân YS-YD được xem xét trong Hình 

3.10a – 3.10d. Tần số cưỡng bức tiếp cận tần số cơ bản của panel và vùng hấp dẫn của 

mặt phẳng pha được thể hiện rõ ràng với biên độ tải trọng cưỡng bức nhỏ trong Hình 

3.10a. Ngoài ra, vùng hấp dẫn chia thành hai khi biên độ tải trọng cưỡng bức tăng lên 

như Hình 3.10b. Khi tần số cưỡng bức cách xa tần số cơ bản của panel như thể hiện 

trong Hình 3.10c và 3.10d, vùng hấp dẫn không được rõ ràng và các dạng khác nhau của 

đường cong độ võng-vận tốc với các tần số cưỡng bức khác nhau đã được ghi nhận. 
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   (a)         (b) 

   (c)         (d) 
Hình 3.9. Ảnh hưởng của lớp áp điện và tần số cưỡng bức đến đáp ứng dao động 

   (a)         (b) 

   (c)         (d) 
Hình 3.10. Đường cong độ võng-vận tốc của các panel có gân YS-YD 
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3.4.3. Bài toán 2: Panel FG-GRC có gân tăng cứng trên nền đàn hồi 

 Mô hình vật liệu và hình học của panel FG-GRC có gân tăng cứng trên nền đàn 

hồi Pasternak của bài toán này được chọn như trong mục 3.1.2. 

Bảng 3.5. Tần số cơ bản (rad/s) của (0)10T panel trụ, parabol và hình sin có gân và không 

gân (FFFF, h =0,002m, 20a b h  , 2h  ,  =0, T =100K, 1m n  , 2sth h , 

stb h , 4std a = 1K =10 MN/m3, 2K = 0.1 MN/m) 

 Không gân Gân x Gân y Gân x và y 

UD-UD 

Panel hình sin 83806.13 108887.78 108581.22 132787.50 

Panel parabol 83470.90 108642.34 108330.80 132604.56 

Panel trụ 83458.89 108634.54 108321.98 132599.03 

X-X 

Panel hình sin 84913.92 108742.91 107992.01 131078.44 

Panel parabol 84598.88 108509.79 107752.47 130903.04 

Panel trụ 84587.49 108502.28 107743.94 130897.65 

V-A 

Panel hình sin 79476.65 109680.63 108732.40 137252.32 

Panel parabol 79141.97 109457.17 108503.33 137098.93 

Panel trụ 79129.88 109450.06 108495.25 137094.41 

A-V 

Panel hình sin 80162.03 97257.90 96694.17 113898.69 

Panel parabol 79826.27 96988.88 96417.01 113680.54 

Panel trụ 79814.11 96980.11 96407.06 113673.62 

O-O 

Panel hình sin 77780.42 100846.02 100102.91 122707.17 

Panel parabol 77436.37 100594.87 99844.74 122520.36 

Panel trụ 77423.93 100586.78 99835.55 122514.63 

Bảng 3.5 khảo sát các tần số cơ bản của panel trụ, panel hình sin và panel parabol 

FG-GRC có gân và không gân. Mode dao động tự do và tuyến tính của các panel nhận 

được ở các mode cơ bản ( 1m n  ) đối với mọi trường hợp khảo sát. Có thể thấy rằng 

tần số cơ bản của panel có gân lớn hơn đáng kể so với tần số cơ bản của panel không 

gân. Ngoài ra, khác biệt nhỏ giữa tần số cơ bản của panel có gân x và panel có gân y, 

hay tác động lớn nhất lên tần số cơ bản nhận được trong trường hợp panel được tăng 

cứng bằng cả gân x và gân y có thể dễ dàng quan sát trong bảng này. Đối với các panel 

không gân, tần số cơ bản lớn nhất nhận được với các panel FG-X. Có thể giải thích hiện 
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tượng này như sau: với panel FG-X, tỷ phần thể tích lớn của graphene sheet được thiết 

kế nhiều hơn ở các vị trí cách xa mặt trung bình của panel gây ra độ lệch tâm lớn hơn, 

làm cho độ cứng của panel FG-X lớn hơn so với các loại panel khác. Đối với các panel 

có gân, do thiết kế về phân bố graphene trong gân và trong panel, mặt trung bình của 

panel dịch chuyển về phía các gân tăng cứng, tần số cơ bản lớn nhất đạt được với panel 

V-A. 

   (a)         (b) 

   (c)         (d) 

Hình 3.11. Đường cong biên độ-tần số của dao động tự do và cưỡng bức của panel trụ, 

panel parabol và panel hình sin có và không gân 

Các hình 3.11a, b, c và d trình bày các đường cong biên độ-tần số của panel trụ, 

panel hình sin và panel parabol FG-GRC có gân và không gân của dao động tự do và 

cưỡng bức phi tuyến. Có thể thấy các đường cong biên độ-tần số của dao động cưỡng 

bức và dao động tự do tiến sát lại nhau khi biên độ đủ lớn (Hình 3.11a). Biên độ của tải 

cưỡng bức càng lớn thì đường cong của dao động cưỡng bức càng cách xa đường cong 

của dao động tự do. Ảnh hưởng của độ dày panel đến đường cong biên độ-tần số của 

panel parabol có gân được nghiên cứu trong Hình 3.11b. Kết quả cho thấy các đường 

cong biên độ-tần số sẽ cao hơn nếu độ dày của panel giảm. Hình 3.11c nghiên cứu ảnh 



101 
 

hưởng của độ nâng lên đường cong biên độ-tần số của panel hình sin. Có thể quan sát 

thấy xu hướng tăng đều sang phải của đường cong biên độ-tần số của dao động tự do có 

độ nâng nhỏ ở mặt trung bình. Thêm vào đó, khi độ nâng tăng, đường cong biên độ-tần 

số có xu hướng đi lên về bên phải trước khi đi lên về bên trái. Ảnh hưởng của gân tới 

các đường cong biên độ-tần số của panel trụ được đề cập trong Hình 3.11d. Xu hướng 

khác nhau của các đường cong có thể được quan sát ở biên độ nhỏ và lớn của panel trụ. 

 

   (a)         (b) 

   (c)         (d) 

   (e)         (f) 

Hình 3.12. Dao động phi tuyến của panel trụ, panel hình sin và panel parabol có và 

không gân  
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Đáp ứng động của panel hình sin, panel parabol và panel trụ FG-GRC có gân có 

thể thấy được ở Hình 3.12a. Với cùng một độ nâng ở mặt phẳng giữa, người ta quan sát 

thấy những khác biệt nhỏ về biên độ dao động của panel hình sin, panel parabol và panel 

trụ. Biên độ dao động của panel trụ lớn hơn một chút so với panel parabol và panel hình 

sin. Tác động của gân tăng cứng trong việc giảm biên độ dao động của panel parabol 

được thấy rõ ở Hình 3.12b. Độ cứng của panel có gân bao gồm độ cứng của lớp vỏ panel 

và độ cứng của gân tăng cứng, dẫn đến độ cứng tổng thể của panel có gân phụ thuộc vào 

phân bố graphene của cả lớp vỏ và gân tăng cứng. Hình 3.12c cho thấy tác động của 

việc phân bố graphene đến đáp ứng động của panel trụ FG-GRC có gân. Tương tự, với 

tần số cơ bản, có thể thấy được lợi thế rõ ràng của việc giảm biên độ dao động của phân 

bố V-A so với các phân bố khác.  

Bảng 3.6. Tải mất ổn định động tới hạn (GPa) của panel trụ, panel hình sin và panel 

parabol FG-GRC không gân ((0)10, FFFF, h =0,002m, 20a b h  , 2h  ,  =0, c = 

200, T =100K, 1m n  , 1K = 10MN/m3, 2K = 0.1MN/m) 

 Loại panel Tĩnh 
Động 

= 109(Pa/s) = 2×109(Pa/s) = 3×109(Pa/s) 

UD 

Hình sin 1.5459 1.5500 1.5530 1.5552 

Parabol 1.5336 1.5382 1.5412 1.5438 

Trụ 1.5332 1.5380 1.5402 1.5426 

FG-X 

Hình sin 1.5871 1.5920 1.5944 1.5963 

Parabol 1.5753 1.5802 1.5830 1.5864 

Trụ 1.5749 1.5800 1.5820 1.5852 

FG-O 

Hình sin 1.3316 1.3360 1.3384 1.3407 

Parabol 1.3199 1.3242 1.3270 1.3302 

Trụ 1.3195 1.3240 1.3266 1.3290 

Độ cứng của nền đàn hồi tăng lên cũng làm giảm biên độ dao động của panel 

parabol có gân một cách rõ rệt như trong Hình 3.12d. Hệ số cản của cơ hệ lớn đến đáp 

ứng động của panel parabol FG-GRC như trong Hình 3.12e. Biên độ dao động của panel 

giảm rất nhanh theo thời gian với hệ số cản lớn. Các phách điều hòa có thể được quan 

sát trong Hình 3.12f khi tần số cưỡng bức tiến sát đến tần số cơ bản của panel. Độ dài 

của phách tăng lên đáng kể khi biên độ tải cưỡng bức giảm. 
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 Tải mất ổn định tĩnh và động tới hạn của panel parabol, panel hình sin và panel 

trụ không gân, hoàn hảo và có phân bố UD, FG-X và FG-O có thể thấy được trong Bảng 

3.6. Ở đây, tải trọng nén dọc trục được xem xét là một hàm tuyến tính theo thời gian. 

Có thể thấy rằng tải mất ổn định động tới hạn lớn hơn tải mất ổn định tĩnh tới hạn của 

các panel và tải mất ổn định động tới hạn tăng nếu tốc độ đặt tải tăng. Ưu điểm rõ ràng 

của phân bố FG-X so với phân bố UD và FG-O về tải mất ổn định động tới hạn cũng 

được thấy rõ qua các ví dụ này. Ngoài ra, tải mất ổn định động tới hạn của panel hình 

sin lớn hơn một chút so với panel parabol và panel trụ. 

Đáp ứng động của các panel parabol, panel hình sin và panel trụ không gân và 

hoàn hảo chịu tải nén dọc trục có thể thấy được ở Hình 3.13a. Các vùng mất ổn định 

được quan sát rõ ràng trong hình này. Cũng có thể thấy rằng biên độ cực đại của vùng 

mất ổn định của panel hình sin nhỏ hơn đáng kể so với panel parabol và panel trụ. Tác 

động của tốc độ đặt tải đến đáp ứng động của panel parabol FG-GRC không gân được 

quan sát trong Hình 3.13b. Khi tốc độ tải tăng, tải mất ổn định động tới hạn của panel 

tăng lên và biên độ tối đa của vùng mất ổn định cũng tăng. Tác động của sự phân bố 

graphene đến đáp ứng động của panel hình sin không gân được nghiên cứu trong Hình 

3.13c.  

Có thể chia thành hai trường hợp: phân bố đối xứng (UD, FG-X và FG-O) và 

phân bố không đối xứng (FG-V và FG-A). Do sự phân bố không đối xứng của các panel 

FG-V và FG-A, đường cong đáp ứng động của các panel FG-V và FG-A tăng đều đặn 

kể từ thời điểm chất tải và hiện tượng mất ổn định đột ngột không xảy ra với panel FG-

V và FG-A như với panel UD, FG-X và FG-O. Tác động của sự thay đổi nhiệt độ đến 

đáp ứng mất ổn định động của panel trụ FG-O FFFF được nghiên cứu trong Hình 3.13d. 

Từ hình vẽ thấy rằng, do tính chất vật liệu giảm, tải mất ổn định động tới hạn của panel 

giảm xuống rõ rệt nếu nhiệt độ tăng. Lưu ý rằng các rằng buộc biên theo hướng x và y- 

không tồn tại đối với các panel FFFF, do đó hiện tượng mất ổn định nhiệt không xảy ra 

trong trường hợp này. Có thể quan sát tác động của gân tăng cứng đến đáp ứng động 

của panel hình sin FFFF FG-O trong Hình 3.13e. Tương tự như khi nghiên cứu tác động 

của quy luật phân bố vật liệu khác nhau (Hình 3.13c), các gân tăng cứng tạo ra độ lệch 

tâm lớn cho các panel, do đó, mất ổn định động chỉ được tạo ra trong trường hợp các 

panel không gân và quy luật phân bố vật liệu đối xứng. Các điều kiện biên cũng ảnh 
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hưởng lớn đến đáp ứng động của các panel (Hình 3.13f). Kết quả cũng cho thấy hiện 

tượng mất ổn định chỉ xảy ra trong trường hợp điều kiện biên FFFF. 

   (a)         (b) 

   (c)         (d) 

   (e)         (f) 

Hình 3.13. Mất ổn định động của panel trụ, panel hình sin và panel parabol có và 

không gân 

3.5. Kết luận Chương 3 

Chương 3 đã nghiên cứu về ổn định và động lực của panel trụ, panel hình sin và 

panel parabol FG-CNTRC và FG-GRC có gân tăng cứng FG-CNTRC và FG-GRC, 

tương ứng, có và không có lớp áp điện. Sử dụng kỹ thuật san tác dụng gân cải tiến, đối 
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với gân tăng cứng dị hướng biến dạng trượt bậc cao, phương trình Euler-Lagrange và 

hiệu ứng cản của cơ hệ được xem xét bằng cách sử dụng hàm tiêu tán Rayleigh. Các ví 

dụ số về ứng xử ổn định và động lực phi tuyến được nghiên cứu bằng các liên hệ hiển 

với trường hợp tĩnh, bằng phương pháp Runge-Kutta trong trường hợp động và tải mất 

ổn định động tới hạn được xác định bằng tiêu chuẩn Budiansky-Roth. Tác động của gân 

đến ứng xử ổn định và động lực của panel đã được nghiên cứu chi tiết, với một số nhận 

xét quan trọng, như sau: 

- Tần số cơ bản, khả năng chịu tải tĩnh và động của panel có gân lớn hơn đáng kể 

so với panel không gân. Biên độ dao động của các panel có gân nhỏ hơn đáng kể so với 

các panel không gân tương ứng. 

- Khả năng chịu tải tĩnh và động của panel hình sin lớn hơn so với panel parabol 

và panel trụ tương ứng, tuy không đáng kể. Tương tự, panel hình sin cũng có biên độ 

nhỏ hơn không nhiều so với hai loại panel còn lại. 

- Tải mất ổn định động tới hạn và hiện tượng mất ổn định động của panel dưới 

tác dụng của tải trọng nén dọc trục chỉ có thể thấy rõ với panel không gân có phân bố 

đối xứng. 

- Tính chất vật liệu, hình học, điều kiện biên, nhiệt độ môi trường, nền đàn hồi, 

lớp áp điện, tần số và biên độ tải cưỡng bức cũng ảnh hưởng đáng kể tới ứng xử ổn định 

và động lực của panel. 
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CHƯƠNG 4. ỔN ĐỊNH ĐÀN HỒI TĨNH PHI TUYẾN 
CỦA VỎ TRỤ FG-GPLRC VÀ FG-GPLRC RỖNG 

CÓ GÂN TĂNG CỨNG TRỰC GIAO VÀ XOẮN ỐC 
 

Vỏ trụ là một loại vỏ kín, thường dùng trong trường hợp các kết cấu chịu tải trọng 

lớn. Vỏ trụ chế tạo bằng vật liệu composite thể hiện tính vượt trội trong công trình giao 

thông và xây dựng. Tính chất nhẹ và bền của composite, đặc biệt là các loại composite 

tiên tiến cho phép tối ưu hóa trọng lượng nhưng không ảnh hưởng tới khả năng chịu lực, 

đáp ứng được các đòi hỏi cao đối với các công trình đặc biệt. 

 Để nâng cao khả năng chịu tải của vỏ trụ, việc tăng cứng bằng gân là một phương 

án mang lại hiệu quả cao. Đặc biệt, phương pháp này tối ưu hóa sử dụng vật liệu mà 

không làm tăng đáng kể khối lượng, mang lại lợi ích vượt trội trong các kết cấu yêu cầu 

tính nhẹ và bền. Tuy nhiên, khảo sát từ các tài liệu khoa học hiện có cho thấy, phân tích 

chi tiết về ứng xử mất ổn định phi tuyến của vỏ trụ FG-GPLRC và FG-GPLRC rỗng 

chịu áp lực ngoài có gân chưa được tập trung nghiên cứu. Những cấu kiện này, với đặc 

tính gia cường graphene và có độ rỗng nhất định, là bài toán cơ học phức tạp, đòi hỏi 

phải có các mô hình và phương pháp phân tích đặc thù để hiểu rõ cơ chế làm việc và dự 

đoán trạng thái mất ổn định. Luận án đã áp dụng lý thuyết vỏ Donnell và lý thuyết độ 

võng lớn phi tuyến nhằm thiết lập các phương trình cơ bản cho bài toán. Sử dụng phương 

pháp năng lượng Ritz để phân tích các đường cong sau mất ổn định và xác định tải trọng 

mất ổn định tới hạn. Ảnh hưởng của các yếu tố như hình dạng và kích thước gân, phân 

bố độ rỗng, hệ số rỗng của vật liệu và tỷ phần khối lượng graphene (GPL) đến trạng thái 

mất ổn định tuyến tính và phi tuyến của vỏ trụ cũng được tập trung làm rõ. Việc hiểu rõ 

ứng xử của vỏ trụ FG-GPLRC và FG-GPLRC rỗng có gân giúp tối ưu hóa thiết kế, tiết 

kiệm vật liệu trong xây dựng công trình. 

Nội dung chính của chương này đã được công bố trên 02 bài báo, bao gồm một bài 

đăng trên tạp chí Journal of Science and Transport Technology của trường Đại học Công 

nghệ Giao thông vận tải và một bài trên Tuyển tập Công trình hội nghị cơ học toàn quốc 

(Bài báo số 4 và số 5 trong danh mục các công trình đã công bố của tác giả liên quan 

đến luận án).  
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4.1. Mô hình kết cấu và vật liệu 

4.1.1. Mô hình 1: Vỏ trụ FG-GPLRC rỗng có gân tăng cứng trực giao 

Vỏ trụ FG-GPLRC rỗng có gân chịu áp lực ngoài với áp suất phân bố đều q . Các 

thông số hình học của vỏ và gân được quan sát trong Hình 4.1. Bán kính và chiều dài 

của vỏ được ký hiệu tương ứng là R  và L . 

 

Hình 4.1. Mô hình và thông số hình học của vỏ trụ FG-GPLRC rỗng có gân trực giao 

FG-GPLRC rỗng 

Trong chương này, kiểu phân bố của GPL theo chiều dày kết cấu được thiết kế 

là kiểu phân bố đều, tỷ phần thể tích của GPL của vỏ và gân được biểu thị tương tự biểu 

thức (1.10) và (2.4) như sau: 

 1

 

   

.m G
G

m G G G

V      (4.1) 

Mô đun đàn hồi theo chiều dày kết cấu có thể được ước tính bằng mô hình Halpin-

Tsai, trong khi đó hệ số Poisson được xác định theo quy tắc hỗn hợp tương tự biểu thức 

(1.8) và (2.3), dẫn tới: 

   1 1 2 2
1

1 2

3 1 5 11

8 1 1

  
  

   
,G m G m

G G

m nV E m n V E
E

nV n V
   (4.2) 
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 1     ,G G m GV V     (4.3) 

Chương này xem xét ba loại phân bố độ rỗng (PC1, PC2 và PC3) , hệ số Poisson 

và mô đun đàn hồi của vỏ được biểu diễn như sau: 

1   ,sh       (4.4) 

 
  

1 1

1 2

1 3

1 PC1

1 1 PC2

PC3

           



cos ,

cos ,

,

sh

E e z h

E E e z h

E e

      (4.5) 

và cho các gân: 

   ,st m           (4.6) 

 2

3

PC1

1 PC2

PC3




 



,

,

,

m

st m

m

E

E E e

E e

            (4.7) 

trong đó 1e , 2e , và 3e  là các hệ số độ rỗng. 

Có thể thấy, khi các lỗ rỗng tập trung nhiều ở gần bề mặt giữa của vỏ sẽ được 

kiểu phân bố PC1, ngược lại chúng tập trung chủ yếu ở hai bề mặt vỏ có phân bố PC2, 

đồng thời phân bố đều trên toàn bộ bề dày vỏ có kiểu phân bố PC3. Sự phân bố độ rỗng 

trong các gân được thiết kế để đảm bảo tính liên tục giữa vỏ và các gân. 

Xét các trường hợp khối lượng của nền kim loại rỗng giống nhau với các loại 

phân bố độ rỗng khác nhau, các mối quan hệ sau được áp dụng như sau: 

   
2 2 2

1 2 3
0 0 0

1 1 1          cos cos ,
h h h

e z h dz e z h dz e dz    (4.8) 

trong đó 1e  được chọn làm giá trị tham chiếu 2e và 3e được tính theo 1e . 

4.1.2. Mô hình 2: Vỏ trụ FG-GPLRC có gân tăng cứng FG-GPLRC xoắn ốc 

Xét vỏ trụ FG-GPLRC chịu áp lực ngoài phân bố đều q  được tăng cứng bằng các 

gân FG-GPLRC trực giao và xoắn ốc. Các thông số hình học của vỏ được ký hiệu như 

trên Hình 4.2, bao gồm bán kính của vỏ R , độ dày h  và chiều dài L , và hệ tọa độ 

( , , )x y z  như trên Hình 4.2. Khoảng cách của các gân xoắn ốc, gân đai và gân dọc được 

ký hiệu lần lượt là , ,stSPR stSPRd d và stSPRd , chiều cao và chiều rộng của gân lần lượt được 

ký hiệu là ,stSPR stSPRh h , stSPRh và ,stSPR stSPRb b , và stSPRb . Số lượng gân xoắn ốc được 
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xác định bằng cách tối ưu hóa tải áp lực ngoài tới hạn của vỏ với góc tương ứng của gân 

xoắn ốc bằng 
2

     
arccos .stSPR stSPRn d

R
 

 

 

Hình 4.2. Hình dạng, hệ tọa độ và phân bố vật liệu của vỏ trụ FG-GPLRC và gân FG-

GPLRC xoắn ốc 

Mô đun Young của vỏ và gân được xác định bằng mô hình Halpin-Tsai mở rộng, 

như trong biểu thức (1.8) và (2.3). 

Năm kiểu phân bố của GPL là UD, FG-X, FG-O, FG-V và FG-Λ cho vỏ và các 

gân được viết tương tự chương 2 khi cho 0vh , cụ thể như sau: 

- Phân bố UD-UD (vỏ UD có gân UD): 

  ,sh
G G  đối với vỏ,      (4.9) 

      ,st
G G  đối với gân,      (4.10) 

- Phân bố X-X (vỏ FG-X có gân FG-X): 
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4   ,sh
G Gz h  đối với vỏ,     (4.11) 

 2 4 2      ,s
st
G Gth z h đối với gân,   (4.12) 

- Phân bố O-O (Vỏ FG-O có gân FG-O): 

 1 2   ,sh
G Gz h  đối với vỏ,     (4.13) 

 2 4 2 2       ,t
st

s
G Gz h h  đối với gân,   (4.14) 

- Phân bố V-A (Vỏ FG-V có gân FG-A): 

 1 2   ,sh
G Gz h  đối với vỏ,     (4.15) 

 2   ,t
sG Gt

s z h h  đối với gân,    (4.16) 

- Phân bố A-V (Vỏ FG-A có gân FG-V): 

 1 2   ,sh
G Gz h đối với vỏ,     (4.17) 

 2 2      ,t
sG Gt

s h z h  đối với gân,    (4.18) 

được z  xác định trong miền 2 2h z h    với vỏ và 2 2   sth hz h  với gân. 

4.2. Hệ phương trình chủ đạo 

Thành phần biến dạng tại một điểm có tọa độ theo phương bề dày z được viết dưới 

dạng [8]: 

0

0

0 2

   

   

   

,

,

,

,

,

.

x x xx

y y yy

xy xy xy

zw

zw

zw

     (4.19) 

Sử dụng lý thuyết vỏ Donnell và tính phi tuyến độ võng lớn của von Karman để 

thiết lập các phương trình chủ đạo về ứng xử mất ổn định của vỏ trụ có gân dưới tác 

dụng của áp lực ngoài. Các liên hệ biến dạng-chuyển vị được biểu diễn dưới dạng phi 

tuyến, như sau [8]: 

0 2

0 2

0

1

2
1

2

, ,

, ,

, , , ,

,

,

.

x x x

y y y

xy x y x y

w u

w
w v

R

w w v u

  

   

   

    (4.20) 

Sử dụng (4.20), phương trình tương thích biến dạng của vỏ trụ FG-GPLRC được 

thiết lập như sau: 



111 

 

0 0 0 2 0,
, , , , , , .xx
x yy y xx xy xy xy yy xx

w
w w w

R
                (4.21) 

Định luật Hooke cho vỏ trụ rỗng FG-GPLRC được áp dụng cho vỏ: 

11 12

12 22

66

0

0

0 0

     
          
            

.
x x

y y

xy xy

Q Q

Q Q

Q

      (4.22) 

 Nội lực của vỏ có dạng: 

 

0

11 12 11 12
0

12 22 12 22
0

66 66

11 12 11 12

12 22 12 22

66 66

0 0

0 0

0 0 0 0

0 0

0 0

0 0 0 0
2

,

,

,

,

xx

y y

xy xy

x xx

y yy

xy xy

N D D C C
N D D C C
N D C

C C B BM w
C C B BM w

C BM w

                                                   

          (4.23) 

với , ,ij ijD C và ijB  là các thành phần độ cứng được tính bằng: 

               , , , , , , , , ,sh sh sh st ort st ort st ort st spr st spr st spr
ij ij ij ij ij ij ij ij ij ij ij ijD C B D C B D C B D C B  (4.24) 

với , ,sh sh sh
ij ij ijD C B ,   , ,st ort st ort st ort

ij ij ijD C B , và   , ,st spr st spr st spr
ij ij ijD C B  là độ cứng của vỏ và 

gân, như sau: 

    
2

2

2

1, , , , ,
h

sh sh sh
ij ij ij ij

h

D C B Q z z dz


     (4.25) 

trong đó: 

 

 
 
 

2
11 22

2
12

66

1

1 ,

2 1

   

   

    

,

.

sh sh

sh sh sh

sh sh

Q E Q

Q E

Q E

  

Độ cứng của gân trực giao có thể đạt được bằng cách sử dụng kỹ thuật san tác 

dụng gân cho gân FG-GPLRC: 
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11 1 22 1 12 66

11 2 22 2 12 66

11 3 22

0 0

0 0

   

   

 

   

   

 

, , , ,

, , , ,

,

st ort stXD st ort stYD st ort st ortstXD stYD

stXD stYD

st ort stXD st ort stYD st ort st ortstXD stYD

stXD stYD

st ort stXD st ortstXD stYD

stXD s

b b
D E D E D D

d d

b b
C E C E C C

d d

b b
B E B

d d 3 12 660 0  , , ,stYD st ort st ort

tYD

E B B

 (4.26) 

Trong khi đó, bằng cách kết hợp kỹ thuật chuyển đổi hệ trục tọa độ với kỹ thuật 

san tác dụng gân FG-GPLRC, các thành phần độ cứng của gân xoắn ốc xác định như 

sau: 

4 4
11 1 22 1

2 2 2 2
12 1 66 1

4
11 2 22

2 2

2 2

2

   

   

 

   

     

 

cos , sin ,

sin cos , sin cos ,

cos ,

st spr st spr st spr st sprstSPR stSPR

stSPR stSPR

st spr st spr st spr st sprstSPR stSPR

stSPR stSPR

st spr st spr ststSPR

stSPR

b b
D E D E

d d

b b
D E D E

d d

b
C E C

d
4

2

2 2 2 2
12 2 66 2

4 4
11 3 22 3

12

2

2 2

2 2

 

   

   



 

     

   



sin ,

sin cos , sin cos ,

cos , sin ,

spr st sprstSPR

stSPR

st spr st spr st spr st sprstSPR stSPR

stSPR stSPR

st spr st spr st spr st sprstSPR stSPR

stSPR stSPR

st spr

b
E

d

b b
C E C E

d d

b b
B E B E

d d

B 2 2 2 2
3 66 32 2      sin cos , sin cos ,st spr st spr st sprstSPR stSPR

stSPR stSPR

b b
E B E

d d

 (4.27) 

trong đó: 

   2

1 2 3

2

2

1



 , , , , .st st st

st

h

h hst

E E E E z z dz    (4.28) 

Hàm ứng suất  có thể được đưa vào bài toán đáp ứng ba điều kiện sau: 

     , , ,, , .yy x xy xy xx yN N N        (4.29) 

Bằng cách sử dụng (4.23) và (4.29), phương trình tương thích (4.21) được thiết 

lập lại dưới dạng sau: 

 
 6

2
11 22 66 12 21 21 12

11 22 6 0
1

   



     

    

* * * * * * *
, , , , ,

* * *
,

,

, , , ,

xxyy yyyy xxxx xxxx yyyy

xx xxyy

x

xx yy

yD D D D w D C C

w C C C w w

w

w
R

w
 (4.30) 

trong đó: 

2
22 66 12 66 11 6611 22 12

12 11 22 11 66 21


     
   

* * * * * *, , , , ,
D D D D D DD D D

D D D D D D  
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22 11 12 12
11 66
* ,

D C D C
C D





  22 12 12 22

12 66
* ,

D C D C
C D





 

111 12 12 11 12
21 6

1 22 12
66 22 6

 





** ,,
D D D C D C

D C D
C C

C  

2
211 22 12

66 66 11 22 66 12 662  



 * , .
D D D

C C D D D D D   

4.3. Điều kiện biên và hàm ứng suất 

Trong chương này sẽ xem xét vỏ trụ FG-GPLRC đặt trên gối ở hai cạnh và chịu 

áp lực ngoài. Các điều kiện biên ở hai cạnh có thể được biểu diễn bởi: 

0 0 0 0
0

; ; ; ;
.x x xyx x L x x L x x L x x L

w M N N
       

      (4.31) 

Dạng độ võng phổ biến của vỏ trụ chịu áp lực ngoài được chọn xấp xỉ bằng [4]: 

   2
0 1 2, sin sin sin ,

m x ny m x
w x y f f f

L R L
 

     (4.32) 

trong đó 0 ,f 1f  và 2f  là biên độ độ võng, m  và n  là mode mất ổn định của vỏ. 

 Thế (4.32) vào (4.30), hàm ứng suất có thể đạt được, dẫn đến: 

 
2

1 2 3 4 0
2 3 2

2
sin sin cos sin sin cos ,y

m x ny m x m x ny ny hx
L R L L R R
  

        (4.33) 

 với 0y  là ứng suất theo hướng vòng và: 

1 2 4
1 1 1 2 3 1 2

3 3 5

, ,f f f f f
  

    
  
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1

32 *
,

m R
f

L n D


   

   
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
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 
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D D D D D
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
  
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 
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
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       

 
24 4 4 2 2 2

5 21 12 11 22 664 4 2 2
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D D D D D
L R L R


  
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4.4. Phương pháp năng lượng Ritz 

Đối với vỏ trụ phải thỏa mãn điều kiện chu vi kín, biểu diễn dưới dạng: 

 
2 2

0 2

0 0 0 0

1
0

2, , .
R L R L

y y y
w

v dxdy w dxdy
R

 
      
         (4.34) 

Phương trình (4.34) được viết lại bằng cách sử dụng (4.20) và (4.33), như sau: 

2
2

0 1 220
21 2

1 1

8

1
*

.y
n

Rh R
f f f

hD R h

 
 


  


   (4.35) 

 Thế năng toàn phần của vỏ có thể xác định bởi: 

 
2 22

0 0 0 0
2

1

2

 



                .

h
L R R L

x x y y xy xy

h

qwdxdy dxdydz   (4.36) 

Tổng thế năng được thiết lập lại theo hai hàm ẩn là hàm độ võng w và hàm ứng 

suất  . Thế hàm ứng suất và dạng độ võng trong các phương trình (4.33) và (4.32), ta 

nhận được dạng tổng thế năng mới, cuối cùng, áp dụng phương pháp Ritz, như sau: 

0 1 2

0
  

  
  

.
f f f

     (4.37) 

Kết hợp phương trình (4.37) với điều kiện chu vi kín (4.35), dẫn đến: 

2
11 0 12 1 13 2 02 0,f f f q           (4.38) 

2 2
21 0 22 1 23 2 24 2 26 0,f f f f              (4.39) 

2 2
31 0 32 1 33 1 2 34 2 0         ,f f f f f q     (4.40) 

trong đó: 
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21 21
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n

R D R D
       



115 

 

 11 22

13 142
21 21

1
* *

* *
, ,

h D D

R D RD


      

21 5 22 1 23 2

2 2 2
11

24 3 25 6 2 2
21

2 2 2

2 2
*

*

, , ,

, ,

S S S

Dhm n h
S S

L R D

     


     

 

26 4 31 4 32 2 33 1

2 2
11

34 3 35 36 52
21

2
*

*

, , , ,

, , ,

S T T T

hDhm
T T

L RD

       


       

 

   

4 4 4

4 4
12 21

2 2
4 2

2 12 2
5 3

2 2 2 2
11 212 5 81 2

3 12 2 2 3
33 21 1

2

2

1
1 3

32

9

2

3

8

1

2 2

1 1

4

* *

*

* *

,

,

,

S
m n

L D R D

R R

m n J CR R n
S R

L R D R

S

D

 
  

 
   

      
   

 




 


 


  

 


 

   2 2 22 4 4 4
1 5 8 66 21 121 22 11

4 12 4 2 2 4
33

21 1 1 1 1

2 2 2 2 2
,

R R m n G G Gn G m G
S R

R R L L

      
     

 




  

 22
11 22

5 63 2
21 21

1 1

2 4


   

* *

* *, ,
hn D Dn

S S
R D R D

 

 2 2
11 224 2

2
21

1 4 52
3

1
25 1

2 2

9 1 1

2 2 2


  

 


  *

*

*

*

, , ,T
h D

RD

D
R R T T

R D
 

   2 2 2 2
11

1

2 5 81

2

2
2 12 2

21

3
3 1

2
23

1 1 1 3

2 4 8 16

*

* *
,

m n J CR R n
T R

R L D R D

 
  

 


  

2 2 4 4
12 1 11

3 1
1 21

21 21 21
12 2 4

3
4

4

* *

* * *
,

C J J Cm m
T G

R D L R LD D

  
     

 


 

 

5

1 11 22 66 12 21

11 22

2 2 2 4 4 4

2 2 4 4

2 2

21 12 66
2

66

2

2

2

* * * * *

* * *

,

,
n m n m

D D D D D
L R R L

C C C
m n

J J J
R

R

R L

 
   

 
     







 

 2 11 22 66

2 2 2 4 4 4

2 2 4 2 41 219
1

9
* * * * * ,R

n m n m
D D D D D

L R R L

 
     



116 

 

   4 4 4
12 22 21 11

8 4 4

* *

,
n C J m C J

R
R L

  
   

11 11 11 12 21 12 11 12 12 22

21 21 11 22 21 22 21 12 22 22

* * * *

* * * *

, ,

, ,

J C D C D J C D C D

J C D C D J C D C D

   

   
 

66 66 66 11 11 12 11

12 11 12 12

21 21

11 21

12 22

11 21

1

22 21

22 21 22 2 2 22 2

* *

* *

* *

*

*

*

, ,

,

,

,

J C D G C C C C B

G C C C C B

G C C C C B

G C C C C B

    

  

  

  

 

6 666 6 666 2* .G C C B   

Bằng cách cộng ba biên độ độ võng, độ võng cực đại được tính toán và được viết 

qua biên độ 2f , như sau: 
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 (4.41) 

Biên độ 0f  và 2f  đạt được từ các phương trình (4.38) và (4.40), sau đó thế các 

biên độ này vào biểu thức (4.39), ta có thể thu được như sau: 

3 2
11 2 12 2 13 2 18

15 2 17

      
 

  
,
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q      (4.42) 

trong đó: 
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Đường cong sau mất ổn định maxW - q  được xác định bằng cách kết hợp các quan hệ 

maxW - 2f  và 0q - 2f . Bằng cách cho 2 0f   trong phương trình (4.42), áp lực ngoài mất ổn 

định cận trên của vỏ có gân đạt được theo tiêu chuẩn ổn định rẽ nhánh [1, 6] như sau: 

18

17


 


.upperq       (4.43) 

Áp lực ngoài mất ổn định tới hạn crq  là giá trị tối thiểu của áp lực ngoài mất ổn 

định cận trên với tất cả các mode mất ổn định m  và n . 

4.5. Kết quả số và thảo luận 

4.5.1. Kết quả so sánh 

 Luận án đã so sánh áp lực ngoài mất ổn định tới hạn với công trình của Shen và 

cộng sự [125]. Việc xác nhận tải áp lực ngoài mất ổn định tới hạn của vỏ trụ FGM với 

các chỉ số tỷ phần thể tích khác nhau của FGM được thể hiện ở Bảng 4.1.  

Bảng 4.1. So sánh tải áp lực ngoài mất ổn định tới hạn cr crq q h  (kPa.m) của vỏ trụ 

FGM với các chỉ số đặc trưng tỷ phần thể tích khác nhau ( 400R h  , h =1mm, 

500L Rh ) 

N 0.2 1 2 5 

Shen và cộng sự [125] 81.325(1,11)* 71.151(1,11) 67.389(1,11) 63.756(1,11) 

Luận án 89.217(1,11) 75.506(1,11) 70.491(1,11) 65.817(1,11) 

* Mode mất ổn định  ,m n  

Bảng 4.2. So sánh áp lực ngoài mất ổn định tới hạn crq (lb/in2) đối với vỏ trụ có gân và 

không gân đẳng hướng. 

 Không gân Gân dọc Gân đai Gân trực giao 

Baruch và Singer [12] 102 103 370 377 

Reddy và Starnes [120] 93.5 94.7 357.5 365 

Shen [122] 100.7(1,4) 102.2(1,4) 368.3(1,3) 374.1(1,3) 

Luận án 103.3(1,4) 104.5(1,4) 379.7(1,3) 387.2(1,3) 

Tiếp theo, so sánh áp lực ngoài mất ổn định tới hạn của vỏ trụ đẳng hướng với 

các gân đai và/hoặc gân dọc với công trình của Baruch và Singer [12], Reddy và Starnes 

[120], và Shen [122] trong Bảng 4.2.  
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Như có thể quan sát được trong hai bảng này, các kết quả của luận án phù hợp 

tốt với các kết quả trước đây. 

4.5.2. Các ví dụ số  

4.5.2.1. Bài toán 1: Vỏ trụ FG-GPLRC rỗng có gân tăng cứng trực giao 

Để làm sáng tỏ kết quả lý thuyết của thuật toán này, vỏ trụ có gân được chế tạo 

từ FG-GPLRC rỗng với nền đồng (Cu). Các thông số của vật liệu có thể được lựa chọn 

bởi Wang và các cộng sự [160]. Do sự chiếm ưu thế của các mode mất ổn định tới hạn, 

tải áp lực ngoài mất ổn định tới hạn và đường cong sau mất ổn định dưới đây đều được 

khảo sát ở các mode tới hạn. 

Bảng 4.3. Tải mất ổn định tới hạn của vỏ trụ có gân FG-GPLRC rỗng có phân bố độ 

rỗng và hệ số độ rỗng khác nhau (MPa, 1 5.L R  , h =0.04m, 100R h  , GPLW =0.6% , 

1 5  .stXD stYDh h h ,  stXD stYDb b h , 5 stXD stYDd d h ) 

 1e  0 0.1 0.2 0.3 0.5 

Không 

tăng cường 

PC1 1.178(1,7) 1.129(1,7) 1.080(1,7) 1.030(1,7) 0.932(1,7) 

PC2 1.178(1,7) 1.059(1,7) 0.942(1,7) 0.828(1,7) 0.613(1,7) 

PC3 1.178(1,7) 1.103(1,7) 1.027(1,7) 0.950(1,7) 0.793(1,7) 

Gân trực 

giao 

PC1 3.779(1,6) 3.687(1,6) 3.592(1,6) 3.477(1,5) 3.174(1,5) 

PC2 3.779(1,6) 3.275(1,6) 2.769(1,6) 2.262(1,6) 1.251(1,6) 

PC3 3.779(1,6) 3.538(1,6) 3.294(1,6) 3.048(1,6) 2.544(1,6) 

 Bảng 4.3 khảo sát tải mất ổn định tới hạn của vỏ FG-GPLRC rỗng không gân và 

có gân với sự phân bố độ rỗng và hệ số độ rỗng khác nhau. Do sự phân bố độ rỗng chủ 

yếu ở vùng gần mặt trung bình của vỏ nên độ cứng của vỏ PC1 là lớn nhất và tải mất ổn 

định tới hạn có thể thu được trong kết quả khảo sát. Tác dụng rất lớn của gân cũng được 

kiểm tra trong bảng này. Như được quan sát trong phương trình (4.6), mô đun đàn hồi 

của các vỏ PC1 có gân tăng cứng là lớn nhất dẫn đến tải mất ổn định tới hạn của vỏ cứng 

PC1 vượt trội hơn so với hai phân bố còn lại. Ngoài ra, tải mất ổn định tới hạn của vỏ 

giảm khi hệ số rỗng tăng, giảm nhẹ đối với phân bố PC1 và tăng đối với phân bố PC2 

và PC3. Kết quả cũng cho thấy áp lực ngoài mất ổn định tới hạn của vỏ PC1 là lớn nhất 

còn PC2 là nhỏ nhất. 



119 

 

   (a)         (b) 

   (c)         (d) 

   (e)         (f) 

Hình 4.3. Ảnh hưởng của gân FG-GPLRC rỗng đến đáp ứng sau mất ổn định của vỏ 

trụ FG-GPLRC rỗng 

 Hình 4.3 trình bày ảnh hưởng của gân đến đáp ứng sau mất ổn định của vỏ trụ 

FG-GPLRC rỗng với gân. Sự khác biệt giữa các đường cong sau mất ổn định của vỏ có 

gân trực giao và vỏ không gân được trình bày trên Hình 4.3a, giữa các đường cong sau 

mất ổn định của vỏ có gân trực giao và vỏ có gân dọc được thể hiện trên Hình 4.3b, giữa 

các đường cong sau mất ổn định của vỏ có gân trực giao và vỏ có gân đai được trình bày 

trong Hình 4.3c. Do các đặc tính phi tuyến và các mode mất ổn định tới hạn khác nhau, 
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các đường cong sau mất ổn định phi tuyến có xu thế tương đối phức tạp như có thể thấy 

trong hình.  

Hình 4.3a và 4.3b cho thấy khả năng chịu tải của vỏ có gân trực giao và gân dọc 

tương ứng vượt trội hơn so với vỏ không gân trong miền độ võng nhỏ nhưng trong 

trường hợp độ võng đủ lớn thì có thể quan sát thấy xu hướng ngược lại. Có thể thấy 

được sự khác biệt lớn giữa các đường cong sau mất ổn định giữa trường hợp vỏ có gân 

trực giao và không gân, giữa vỏ có gân trực giao và vỏ có gân dọc, khác biệt nhỏ được 

ghi nhận giữa vỏ có gân trực giao và vỏ có gân đai. Trong trường hợp vỏ có gân trực 

giao và vỏ có gân đai, vỏ có gân dọc và không gân có thể thấy rõ hiện tượng snap-

through. Ngoài ra, ảnh hưởng của khoảng cách giữa các gân, chiều rộng gân và chiều 

cao gân được nghiên cứu trong Hình 4.3d, e và f tương ứng. Có thể thấy, ảnh hưởng lớn 

nhất thu được khi thay đổi chiều cao gân. 

   (a)         (b) 

 

   (c)         (d) 

Hình 4.4. Ảnh hưởng của các thông số hình học và vật liệu đến đáp ứng sau mất ổn 

định của vỏ trụ FG-GPLRC rỗng có gân 

Hình 4.4 thể hiện ảnh hưởng của các đặc tính hình học và vật liệu đến đáp ứng 

sau mất ổn định của vỏ trụ FG-GPLRC rỗng có gân. Hình 4.4a khảo sát tác động của 
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chiều dài vỏ lên đường cong sau mất ổn định của vỏ có gân. Rõ ràng, tải mất ổn định tới 

hạn giảm mạnh khi chiều dài vỏ tăng lên. Hình 4.4b, c và d cho thấy ảnh hưởng lớn của 

hệ số độ rỗng, phân bố độ rỗng và tỷ phần khối lượng GPL lên đường cong sau mất ổn 

định của vỏ . Trong khi xu hướng tăng/giảm đều đặn của các đường cong sau mất ổn 

định với các mode mất ổn định giống nhau    1 6, ,m n   được quan sát thấy khi hệ số 

độ rỗng thay đổi (Hình 4.4b), xu hướng phức tạp thu được khi thay đổi phân bố độ rỗng 

và tỷ phần khối lượng GPL (Hình 4.4c, d) với hai mode  ,m n  khác nhau. 

4.5.2.2. Bài toán 2: Vỏ trụ FG-GPLRC có gân tăng cứng FG-GPLRC xoắn ốc 

Trong phần này, đồng (Cu) được chọn làm vật liệu nền và các đặc tính vật liệu 

cũng như thông số hiệu dụng của GPL và nền được tham khảo trong công trình của 

Wang và cộng sự [160]. 

Trừ khi có các ghi chú khác, các thông số hình học của vỏ được chọn như sau 

0 02.h  m, 80R h  , 1 5.L R , và của gân được chọn 0 04   .stXD stYD stSPRh h h m, 

0 02   .stXD stYD stSPRb b b  m, 0 08   .stXD stYD stSPRd d d  m. Có thể thấy rằng các gân 

trực giao và gân xiên được chọn có cùng mặt cắt ngang gân và với lượng vật liệu gân 

trực giao và gân xiên là bằng nhau. 

Bảng 4.4 thể hiện ảnh hưởng của loại gân đến áp lực ngoài mất ổn định tới hạn 

của vỏ trụ FG-GPLRC. Kết quả cho thấy ảnh hưởng lớn của các gân đến áp lực ngoài 

tới hạn của vỏ. Tải trọng áp lực ngoài tới hạn của các gân tăng cứng dạng xoắn ốc lớn 

hơn của các gân tăng cứng trực giao có cùng lượng vật liệu gân. 

Bảng 4.4. Tải mất ổn định tới hạn của vỏ trụ FG-GPLRC không gân, gân trực giao và gân xoắn ốc 

  Không gân Gân trực giao Gân xoắn ốc 

UD-UD 2.0504(1,7) 11.6329(1,5) 15.6318(1,4,42,70.47)* 

X-X 2.1871(1,6) 11.8650(1,5) 15.8350(1,4,42,70.47) 

A-V 2.0218(1,7) 10,6680(1,5) 14.3298(1,5,42,70.47) 

V-A 2.0115(1,7) 12.5163(1,5) 16.4522(1,4,42,70.47) 

O-O 1.8645(1,7) 11.3340(1,5) 15.2994(1,5,42,70.47) 

*  , , ,lm n n . 

Các đường cong sau mất ổn định của vỏ trụ FG-GPLRC không gân, gân trực giao 

và gân xoắn ốc được trình bày trên Hình 4.5a. Trong miền độ võng nhỏ, các đường cong 
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sau mất ổn định của vỏ có gân xoắn ốc cao hơn so với các đường cong sau mất ổn định 

của vỏ không gân và gân trực giao. Ngược lại, đường cong sau mất ổn định của vỏ có 

gân xoắn ốc thấp hơn đường cong sau mất ổn định của vỏ có gân trực giao khi độ võng 

đủ lớn. Hiện tượng snap-through được quan sát rõ ràng hơn đối với vỏ có độ cứng xoắn 

ốc nhưng ít được quan sát rõ ràng hơn ở vỏ không có gân tăng cứng và vỏ có gân tăng 

cứng trực giao. 

 

(a) 

   (b)         (c) 

Hình 4.5. Ảnh hưởng của loại gân và các thông số vật liệu đến đáp ứng sau mất ổn 

định của vỏ trụ FG-GPLRC 

Các đường cong sau mất ổn định của vỏ trụ FG-GPLRC tăng cứng bởi gân xoắn 

ốc với các phân bố GPL khác nhau và các tỷ phần khối lượng GPL khác nhau được trình 

bày trong Hình 4.5b và 4.5c. Tương tự như Bảng 4.4, áp lực ngoài mất ổn định tới hạn 

và khả năng chịu tải sau mất ổn định của vỏ FG-V có gân xoắn ốc là lớn nhất (Hình 

4.5b). Mặc dù các đường cong sau mất ổn định có xu hướng cao hơn khi tỷ phần khối 

lượng GPL tăng lên, tuy nhiên xu hướng của các đường cong không thay đổi đáng kể 

(Hình 4.5c).  
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Hình 4.6a cho thấy các đường cong sau mất ổn định của vỏ trụ FG-GPLRC có 

gân với các tỷ lệ /R h  khác nhau. Khả năng chịu tải sau mất ổn định của vỏ tăng khi tỷ 

số /R h  này giảm. Hình 4.6b cho thấy các đường cong sau mất ổn định của vỏ trụ FG-

GPLRC có gân với các chiều dài vỏ khác nhau. Khả năng chịu tải sau mất ổn định của 

vỏ tăng khi chiều dài giảm. Ảnh hưởng của số lượng gân và khoảng cách gân đến ứng 

xử sau mất ổn định của vỏ được trình bày lần lượt trên Hình 4.6c và 4.6d. Kết quả cho 

thấy khả năng chịu tải sau mất ổn định tăng khi số lượng gân tăng ở tất cả các vùng độ 

võng. Ngược lại, khi khoảng cách gân giảm thì khả năng chịu tải sau mất ổn định tăng 

ở vùng có độ võng nhỏ. Có thể thấy được một số xu hướng bất thường ở vùng có độ 

võng lớn. 

   (a)         (b) 

   (c)         (d) 

Hình 4.6. Ảnh hưởng của các thông số hình học của vỏ và gân đến đáp ứng sau mất ổn 

định của vỏ trụ FG-GPLRC 

4.6. Kết luận chương 4 

Chương 4 đã phân tích phi tuyến tĩnhvề ổn định vỏ trụ FG-GPLRC và FG-GPLRC 

rỗng chịu áp lực ngoài có gân tăng cứng trực giao và xoắn ốc FG-GPLRC và FG-GPLRC 

rỗng tương ứng. Lý thuyết vỏ Donnell kết hợp với các thành phần phi tuyến hình học 
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của von Karman và kỹ thuật san tác dụng gân cải tiến dành cho gân xoắn ốc FG-GPLRC, 

các phương trình cơ bản của hệ đã được xây dựng. Độ võng được lựa chọn với ba số 

hạng và phương pháp năng lượng Ritz được sử dụng, kết hợp với điều kiện chu vi kín 

để nhận được hệ phương trình ổn định phi tuyến của vỏ. Tải tới hạn và biểu thức tải-độ 

võng sau mất ổn định nhận được dưới dạng hiển. Một số nhận xét quan trọng thu được 

như sau: 

1) Các gân có ảnh hưởng lớn đến tải tới hạn và đáp ứng sau mất ổn định của kết cấu 

được xem xét. Tải tới hạn và khả năng chịu tải sau mất ổn định của vỏ tăng mạnh 

khi được bổ sung gân. Hiệu quả của gân xoắn ốc lớn hơn đáng kể so với gân trực 

giao với cùng lượng gân thêm vào. 

2) Cường độ snap-through được thể hiện một cách nổi bật với trực giao và gân đai, 

và khó quan sát hơn trong các trường hợp vỏ không gân. Đặc biệt là hiện tượng 

snap-through thể hiện rõ nhất với vỏ có gân xoắn ốc. 

3) Có thể quan sát được những ảnh hưởng lớn của tính chất hình học, vật liệu, hệ số 

độ rỗng, sự phân bố lỗ rỗng và tỷ phần khối lượng GPL lên tải mất ổn định tới hạn 

và đường cong sau mất ổn định của vỏ. 
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KẾT LUẬN 
 

Luận án đã thu được một số kết quả mới sau đây: 

1. Đã đề xuất phương án tăng cứng cho kết cấu tấm tròn và chỏm cầu thoải FG-

GPLRC và FG-GPLRC lõi rỗng bằng hệ gân mạng nhện hai vùng và gân mạng nhện 

ba vùng. Đã phát triển kỹ thuật san tác dụng gân cải tiến cho gân mạng nhện hai vùng 

và ba vùng làm bằng FG-GPLRC phù hợp với lý thuyết vỏ Donnell. Đã xây dựng lời 

giải giải tích và bán giải tích cho bài toán ổn định và động lực phi tuyến của kết cấu 

chịu tải cơ và nhiệt dựa trên lý thuyết vỏ Donnell và phương pháp năng lượng, có xét 

tới ảnh hưởng của lớp áp điện và nền đàn hồi phi tuyến. 

2. Đã đề xuất phương án tăng cứng cho kết cấu panel có độ cong phức tạp, bao 

gồm panel trụ, panel parabol và panel hình sin làm bằng FG-CNTRC và FG-GRC bằng 

hệ gân trực giao FG-CNTRC và FG-GRC tương ứng. Đã áp dụng kỹ thuật san tác dụng 

gân cải tiến cho gân làm bằng FG-CNTRC và FG-GRC phù hợp với HSDT. Đã xây 

dựng lời giải giải tích và bán giải tích cho bài toán ổn định và động lực phi tuyến của 

kết cấu chịu tải trọng cơ trong môi trường nhiệt dựa trên HSDT và phương pháp năng 

lượng có xét tới ảnh hưởng của lớp áp điện và nền đàn hồi phi tuyến. 

3. Đã đề xuất phương án tăng cứng cho kết cấu vỏ trụ FG-GPLRC rỗng và FG-

GPLRC bằng hệ gân trực giao và gân xiên FG-GPLRC rỗng và FG-GPLRC tương 

ứng. Đã cải tiến kỹ thuật san tác dụng gân dành cho gân xoắn ốc FG-GPLRC phù hợp 

với lý thuyết vỏ Donnell. Đã xây dựng lời giải giải tích và bán giải tích cho bài toán 

ổn định tĩnh phi tuyến của kết cấu chịu tải trọng cơ dựa trên lý thuyết vỏ Donnell và 

phương pháp năng lượng. 

4. Đã ứng dụng các kết quả tính toán dưới dạng giải tích và bán giải tích vào 

phân tích chi tiết các ảnh hưởng của gân trong các bài toán tương ứng, nền đàn hồi 

phi tuyến, sự không hoàn hảo về hình dạng của tấm tròn và vỏ cầu thoải FG-GPLRC, 

và panel có độ cong phức tạp FG-CNTRC và FG-GRC, kích thước hình học, các cách 

thiết kế gân, quy luật phân bố vật liệu và tỷ phần thể tích CNT và graphene tới ứng 

xử ổn định tĩnh, động và dao động phi tuyến của tấm, vỏ. Những thảo luận và nhận 

xét quan trọng đã được đưa ra từ các ví dụ khảo sát số, cho thấy ứng xử phi tuyến 

phức tạp của các kết cấu và làm cơ sở để xây dựng các tiêu chuẩn thiết kế kết cấu 

công trình dạng tấm và vỏ nanocomposite có gân tăng cứng. 
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Nội dung chủ yếu của luận án được công bố trong 09 công trình khoa học, trong 

đó có 05 công trình trên các tạp chí khoa học quốc tế ISI (SCIE), 02 bài báo trên 

tuyển tập công trình hội nghị khoa học cơ học toàn quốc, và 02 bài báo đăng trên tạp 

chí khoa học trong nước. 
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KIẾN NGHỊ VỀ NHỮNG NGHIÊN CỨU TIẾP THEO 
 

1. Nghiên cứu ổn định và động lực phi tuyến của chỏm cầu và tấm tròn 

nanocomposite có gân tăng cứng theo các lý thuyết biến dạng trượt có xét tới tính 

chất vật liệu phụ thuộc nhiệt độ. 

2. Nghiên cứu ổn định và động lực phi tuyến của vỏ thoải nanocomposite có 

gân tăng cứng có độ cong phức tạp theo hai phương. 

3. Nghiên cứu ổn định và động lực phi tuyến của vỏ trụ và vỏ trống 

nanocomposite có gân tăng cứng theo các lý thuyết biến dạng trượt. 

4. Nghiên cứu ổn định và động lực phi tuyến của tấm và vỏ nanocomposite có 

gân tăng cứng chịu các loại tải trọng phức tạp, như tải khí động, tải ngẫu nhiên. 

5. Nghiên cứu xây dựng các tiêu chuẩn thiết kế, có xét tới bài toán tối ưu kết 

cấu dạng tấm vỏ nanocomposite có gân tăng cứng cho các công trình xây dựng. 
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